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SUMARIO

Se proponen estimadores no paramétricos de la edad y de la probabilidad de
extincion de un proceso de ramificacién de Galton-Watson. Dichos estimadores son
comparados por simulacién de Monte-Carlo, con otros estimadores propuestos por
Stigler (1970) y Grump and Howe (1972).

SUMMARY

Nonparametric estimators of the age and the probability of extinction of a Gal-
ton-Watson branching process are given. A Monte-Carlo simulation shows that these

estimators compare favourably with a estimators studied eatlier by Stigler (1970)
and Crump and Howe (1972).
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CONCEPTOS NECESARIOS

Procesos de Galton-Watson; Edad de la poblacion; Estimacién en procesos de
Galton-Watson; Comparacién de los estimadores por el método de Monte-Carlo.

Conceptos necesarios: Procesos de Galton-Watson; Edad de la poblacién; Estima-
cién en procesos de Galton-Watson; Comparacion de los
estimadores por el método de Monte-Carlo.
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1. Introduccién

Sean X, = q, X,, X,, ..., los tamafios de las generaciones sucesivas
de un proceso de ramificacién de Galton-Watson (Harris, 1963, cap. I).
Esto es, la poblacién comienza con g individuos, que forman la genera-
cion cero, cada uno de los cuales al final de su vida da lugar a un nime-
ro aleatorio de descendientes que forman la primera generacién. Cada
uno de ellos a su vez tiene un namero aleatorio de descendientes, con
independencia de cuantos tuvieron sus progenitores o sus compafieros,
que pasan a engrosar la segunda generacion y asi sucesivamente. Si no-
tamos por {p; } a la distribucién de probabilidad del nimero de des-
cendientes de cada individuo, entonces f (s) = Z py ° s* seré la funcion
generatriz asociada y u = f' (1) serd el nimero medio de descendientes
por individuo.

Un pardmetro de interés es la probabilidad de extincién » del pro-
ceso, la cual es (Harris, 1963; pdg. 7) la raiz positiva mas pequefia de
la ecuaciéon f (s) = s y representa la probabilidad de que la poblacion
eventualmente se extinga, cuando ésta comienza por un solo individuo.
Naturalmente, por la independencia de actuacidon de los individuos,
cuando X, = g entonces la probabilidad de extincion serd 7 9.

Es reciente el interés por la estimacion de los diversos parametros de
dichos procesos, a saber: estimacién de la media u (Harris, 1963 ; pagi-
na 32), estimacion de la probabilidad de extinciéon =, paramétrica (Sti-
gler, 1971) y no paramétrica (Stigler, 1971 y Crump and Howe, 1972);
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estimacién de la edad n del proceso, paramétrica (Stigler, 1970) y no
paramétrica (Crump and Howe, 1972). Los dos ultimos estimadores
fueron calculados para el caso de que X, = g = 1; posteriormente, Mar-
tin-Andrés (1981) ha dado estimadores paramétricos de la edad #n cuan-
do X, = g y del tamafio inicial g de la poblacion.

En este trabajo se pretenden obtener estimadores no paramétricos
de n y n 'y compararlos por simulacion de Monte-Carlo con los ya cono-
cidos.

2. Estimadores conocidos

Sean X,,, X,,,,1, ..., X, los tamafios de las generaciones sucesivas m,
m + 1, ..., n observadas, en donde se supone que X, > 0 para que el
problema de la estimacidén de n se presente. También se supondrd en
adelante que u > 1, pues de otro modo la poblacién se extingue con
probabilidad uno y el problema no surge casi seguro.

Cuando m = n, o sea cuando se observa solo una generacibén, Stigler
(1970) propuso un estimador paramétrico de n, para el caso de que
X, = 1, dado por

ng=1log {(1-mX, +n} [logn 6))

que era de maxima verosimilitud, cuando la funcién generatriz del na-
mero de descendientes f (s) es del tipo fraccional lineal, es decir, cuando
f)=1-b/(Q —c¢)+ bs/(1 —cs)paraalginb, c>0conb<1—c,
en cuyo casopu=b/(1 —c)* vy m=(1 —=b —c)/e (1 —c). Tal estimador
no mejora por el hecho de conocer el tamafio de generaciones adyacen-
tes, por el cardcter de cadena de Markov que tiene el proceso XE
(Crump and Howe, 1972).

Los mismos autores convierten el estimador anterior en no paramé-
trico mediante el uso de estimadores, independientes de la forma de
F(s),den y u. Asi Harris (1963, pag. 32) propone como estimador no
parameétrico de u el siguiente:
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X/ '3 X 2)

que es de maxima verosimilitud, asintdticamente insesgado y converge
a u con probabilidad uno bajo ciertas condiciones (Crump and Howe,
1972). Por su parte los mismos autores proponen como estimador no
paramétrico de « el siguiente:

PN

m =exp. {—2@ —1D/o*} 3)

con

Q>

R -§ x (2 ‘)2
T n—m—1 kems1 K- (Xk-1 —

de modo que para conocer 7, hacen falta al menos tres generaciones su-
cesivas.

Con los dos estimadores anteriores puede construirse un estimador
no paramétrico para n asi:

ny=log {(1—-n)X, +n, }/logu (4)

En donde la oportunidad de tales sustituciones de u por u y de 7 por

cualquier estadistico no negativo 7 < 1 con probabilidad uno (cuando
X, #* 0) la prueben dichos autores viendo que el estimador 1 no para-
métrico asi obtenido es a-consistente para todo a > 0, es decir, que
(n — n)/n* > 0 con probabilidad uno cuando n - = para todo a > 0.

3. Estimadores propuestos

En el caso general en que X, = ¢, Martin-Andrés (1981) propone
como estimador de 7 el siguiente:

=1

.
7}:(1 +_—E__l.’_> (5)
X, —q-u"
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que se convierte en el
m =X, —u") /X, - 1) (6)

cuando g = 1. Tal estimador puede justificarse de otro modo. Suponga-
mos se observa la variable aleatoria w = (X, /u" | X,, > 0) para un valor
de n grande. Entonces, para el caso fraccional lineal, la verosimilitud se-
ria (Stigler, 1970) L= (1 —n) exp. { — (1 —n) w} de modo que cuan-
do w > 1 el estimador de maxima verosimilitud de = para cuando n —»©°
es = (X, — #")/ X, que guarda un gran parecido con el 7,. Cuando
w < 1, la maxima verosimilitud para valores de # entre Oy 1 es7 = 0.

Noétese que los estimadores (5) y (6) requieren el conocimiento de
la edad n a diferencia del estimador . Ello puede obviarse tomando
X,, como tamafio de partida del proceso, con lo cual obtendremos:

- ar—1 -1
= = 7
s (HX,.—Xm-u’) ©)

en donde r = m — n, estimador que es equiparable, en cuanto a los datos
que se requieren para su célculo, con el 7, . De nuevo 73 requiere, como
minimo, el conocimiento de tres generaciones sucesivas del proceso.

En todos los casos, cuando alguna estimacion de = dé valores meno-
res que cero o mayores que uno, se tomardinn =0 6 = = 1, respectiva-
mente.

Noétese que cuando u > 1, entonces n3 estard entre Oy 1, si X, >
> X, - u”, de modo que cuando esto no ocurra con el ltimo tamafio
X,, convendrd tomar otro intermedio X, tal que X, > X,, + @* ™
Cuando no haya ninguno, tomar entonces el ultimo tamafio X, ; cuando
haya varios, tomar el de mayor subindice.

El estimador 73 puede usarse alternativamente al #, para asi obte-
nerel ny:

ny =log {(1 —ﬁs)Xn +73} [loga (8)

60



La proxima seccion se dedica a un estudio comparativo, por simula-
cion de Monte-Carlo, de los estimadores m;, 7, y w3 por un lado, y los
e, N, Y N3 pOT oOtro.

4. Comparacion de los estimadores por simulaciéon

Para la simulaciéon de Monte-Carlo se ha tomado como funci6n gene-
ratriz el caso fraccional lineal y, ello por dos razones:

(i) Porque depende de dos pardmetros, de modo que son posibles
todas las combinaciones que se deseen de 7 y u.

(i) Porque 7, es de maxima verosimilitud en dicho caso, de modo
que tal estimador actuard bastante bien, cuando se use tal distribucién
y, consecuentemente, la comparaciéon de su eficacia con la de los otros
dos estimadores 7, y n; nos indicard cuando actian de un modo razo-
nablemente bueno.

Para cada pareja de valores de » y u de las indicadas en las tablas I y

II, se han obtenido, por simulacién, los tamafios poblacionales X,
X,. ', X (para los valores de my n indicados, asimismo, en dlchas
tablas) y a su partir se obtuvieron las estimaciones 7, , 75, 73, Ho, Ry Y
n; . Lo anterior se hizo en mil ocasiones para cada cuaternan, u, m y n.
El criterio seguido para la obtencion de tales estimadores, se sumariza a

continuacioén.

En primer lugar, deben encontrarse dos valores de s y & cons> h,
de entre los 0, 1, ..., r tales que el estimador de la media u = Yy, +

.+ Y)/ (Y, + ..+ Y, )seamayor que uno, en donde a los tama-
fios poblacionales les hemos llamado ahora por Yo, Y, ..., Y, en vez de
Xm, --s Xn. Ello debe hacerse con la condiciéon de que (s — h) sea
maximo Yy, si hubiese varios, se escogera el de mayor valor de s. Cuando
tal pareja no exista, se hard 7, =n, =73 =1y n, =n; =r + 1, calcu-
landose n, como se indica mas adelante. Cuando por el contrario si exis-
ta calcular entonces 7, , 7,, 73, Ho, H; Y #3 como mds adelante a partir,
cuando ha lugar, del estimador u anterior. La Gnica salvedad es cuando
s — h =1, en cuyo caso debe de tomarse la precaucion de que la pareja
(s, n) que se utilice para el calculo de 73 no debe ser la misma que
sirvi6 para calcular u. Si es asi, buscar otra pareja para 7.
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El cdlculo de los estimadores de n y n a que nos hemos venido refi-
riendo, se realiza del modo siguiente:

a) Cilculoder,:
A 3 5 . 1 Y, .y
7, =exp. {—2 - 1)/o*} con o? = o }21 ) A (Yh’; - #)
b) Cilculo de 5 :
7y = (Y, — als+m)y | (Y, — 1) en donde h es el mayor natural
de entre los 0, 1, 2, ..., r tal que Y, > a®*™)_ Sino existe tal
valor de h, hacer m, = 0.
c¢) Cilculo de 73 :
as-h) _ 1 -
s =(1 + B )
Y, - Y, - u(s-h)
en donde s y & son dos naturales de entre los 0, 1, ..., r tales que
s>heY >Y,: ;1("”), elegidos de modo que (s — #) sea mé-
ximo. Si hay varias de tales parejas, tomar la de mayor valor de
5. Cuando no exista ninguna, hacer s =r, = 0y calcular 73 . Na-
turalmente, con el criterio de siempre de que se encuentre entre
Oy 1.
d) Cdlculo de los estimadores de la edad:

Se calculan mediante las expresiones (1), (4) y (8), sustituyendo
Y, por el X,, que en ellas aparece y sumédndoles a todas ellas la
cantidad (r — &), en donde en todos los casos % es el mayor na-
tural de entre los O, 1, ..., r tal que n, > (z + 1). Cuando no
exista un tal valor de & hacer i, =r + 1.

Con todo ello, obtenidos los 7, , 74, 73, #o , 1, ¥ N5 en los mil ca-
sos de cada apartado, se calcula para cada estimador la media, error de
la media y raiz cuadrada del error cuadratico medio. Los resultados fi-
nales de todo el proceso, se indican en las tablas I y II. La simulacién y
célculos han sido realizados en un ordenador UNIVAC 1108, a través de
una terminal DCT 2000.



5. Discusion de los resultados

Observando Ia tabla I, se llega a las siguientes conclusiones para los
estimadores de =:

a)

b)

c)

d)

e)

Los estimadores 7; y 7, sobreestiman los valores pequefios de
y subestiman los valores grandes. El estimador 75 siempre sobre-
estima a w, tanto mas cuanto menor sea u.

Los estimadores 7, y 73 actiian mejor para grandes valores de 7,
mientras que el 7, lo hace peor. Los tres estimadores mejoran
con el aumento de la media u.

Si m se deja fijo y se aumenta (n — m):

— m, mejora salvo si u es grande y 7 pequefio, en cuyo caso no
varia.

— m, mejora para valores pequefios de u.

— w3 mejora para valores pequefios de 7 y de u.

Si (n — m) se deja fijo y se aumenta m:
— m, mejora algo cuando 7 y u son pequefios.
— m, practicamente no varia.

— w3 empeora para valores pequefios de 7.

Comparando los estimadores por parejas :

— @, es mejor que m,; para valores grandes de u, salvo cuando
el nimero de generaciones observadas y = sean grandes.

— w3 es mejor que w, para valores grandes de 7.

— m, es mejor que 73 para valores pequefios de 7.

Comparando los estimadores en conjunto :
— Cuando 7 sea grande, es preferible el estimador 73 .
— Cuando 7 y u sean pequefios, es preferible 7 .

— Cuando 7 sea pequefio y u grande, es preferible 7, .
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De igual modo, por observacion de la tabla II, se llega a las siguientes
conclusiones para los estimadores de »:

a)

b)

c)

d)

€)

El estimador n, subestima siempre a n, y cada vez menos confor-
me aumenta el valor de . El estimador 7, subestima a # cuando
7 es pequefio, mientras que el n; lo hace cuando n es también
pequefio y, tanto méas cuanto aumenta u.

Los estimadores n, y n; actuan mejor cuando = es grande, que
cuando es pequefio, mientras que n, no varfa demasiado. Por
otro lado, los tres estimadores de n mejoran susceptiblemente,
cuando u es grande respecto a cuando u es pequefio.

Sim se deja fijoy (n — m) se aumenta:

— no empeora débilmente cuando = es grande y mejora cuando
€s pequena.

— n, mejora sensiblemente cuando u es pequefia y tiene poca
variacién, cuando es grande.

— ny empeora débilmente cuando u es grande y suele mejorar
cuando es pequefio.

Si (n — m) se deja fijo y se aumenta m:
— n, empeora sensiblemente.

— ny y 1, suele empeorar especialmente cuando u es pequeiio.

Claramente, el estimador n, es siempre mejor que los 7, y ns,
como era de esperar al ser un estimador paramétrico.

Para el caso en que = sea desconocida y haya que usar los esti-
madores no paramétricos de la edad, que sera lo mas usual, el es-
timador n, actia siempre mejor que el n; cuando u es grande, y
son desiguales cuando u es cercano a uno.

El que 7; fuera mejor que el 7, cuando 7 era grande y, sin embargo,
no ocurra asi conlos i3 y 71y, es explicable porque la sobreestimacion de
7 perjudica notablemente a n y el 73 siempre sobreestima a 7.

Resumiendo, el estimador mas aconsejable, salvo que se posea una
informacion especifica, de la probabilidad de extincién = es el 73 ; mien-
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tras que para estimar la edad el més apropiado es el paramétrico o en su
defecto el n, .

Este trabajo es parte de la tesis, no publicada, del mismo autor. Mi
agradecimiento al Dr. Don Alfonso Guiraum Martin y el Dr. Don Ra-
moén Gutiérrez Jaimez, catedrético y agregado respectivamente, del De-
partamento de Estadistica Matematica de la Universidad de Granada,
que dirigieron dicha tesis. Asimismo, agradezco la ayuda prestada al
Centro de Cilculo y al profesor Don Antonio Martinez Molina de la
misma Universidad.
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