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RESUMEN

Por medio de un conjunto de propiedades se caracteriza una amplia familia
de funciones que pueden emplearse como penalidad para la resolucion numérica
de un problema de programacion matemdtica. A partir de ellas se construye un
algoritmo de penalizaciones demostrando su convergencia a un punto factible
6ptimo. Se estudia la situaciéon de los minimos sin restricciones respecto de la re-
gion factible, la monotonia de la sucesion de valores de la funcion auxiliar y se dan
varias cotas de convergencia. Una modificacién del término de penalidad convierte
a la funcién objetivo penalizada en un tipo de lagrangiano aumentado con propie-
dades similares a las del lagrangiano clasico, de las cuales pueden extraerse nuevas
técnicas algoritmicas conocidas generalmente como métodos de los multiplicadores.

1. LOS METODOS DE PENALIZACION Y SU CONVERGENCIA

El problema de programaciéon matematica puede formularse de la
manera siguiente:

1.1. Problema del minimo (PM)

Hallar, si existe, un x* tal que:

(*) Este trabajo es un resumen de la tesis doctoral del autor presentada en la Uni-
versidad de Santiago de Compostela.
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fix*)= men}{ fix) x*EX=ix|x €X° gx)<0}
X

siendo X°CIR"; f: X°CIR" > R!; g: X°CR" > R™.

Los métodos de penalizacion intentan resolver el PM transformin-
dolo en un problema de minimizacion sin restricciones. Ello se consigue
de modo secuencial mediante la consideracion de una sucesion de
funciones de penalidad que se introducen en el objetivo para forzar al
O6ptimo a pertenecer a la regidén factible.

1.2. Definicion

Se llama funcion penalidad de indice k asociada al conjunto X a

1 om ]
g (x)= SR p(r(k) g(x)) = if?l k) p;(ri(k) gi(x))

en donde p;, r;, s;, i=1,...,m son funciones reales de variable real
verificando: i) p; es continua; ii) p; es creciente; iii) lim p;(y)=0;
y -+ —oo
iv) lim p;(y) =+ oo; v) ri(k) =s;(k) > 0; vi) r;(k), s;(k) son crecientes;
Yyt
vii) klim ri(k) =+ . A las funciones p; se les llamara simplemente
<+ + oo

funciones penalidad y a r;, s; parametros admisibles. Habitualmente se
suprimird el subindice i en p;, r;, s; bien entendido que no tiene por
qué aplicarse las mismas a todas las restricciones.

La definicion anterior es mds general que las usuales en la literatura
(Fiacco-McCormick 68, Polak 70, Bazaraa-Shetty 79) e incluye:

a) Penalizaciones exteriores: p(0) =0
b) Penalizaciones interiores: p(0) = + oo
c) Penalizaciones intermedias: p(0)=a; 0<a <+ oo

Ejemplos descada tipo pueden encontrarse en las referencias ante-
riores y también en Murphy 74, Allran-Johnsen 70. Cada uno de ellos
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originan una variante del método general, siendo los mas conocidos los
dos primeros. Por su parte las funciones de tipo intermedio permiten
una mejor adaptacion a los métodos que emplean lagrangianos aumen-
tados.

1.3. Problema auxiliar de indice k (PAK)
Hallar, si existe, x¥ € IR” tal que:

\,l/k(xk)= mclrﬁ{ n Y (x)  siendo Yy (x) =flx) + g (x)
=

El algoritmo de penalizacién consiste simplemente en resolver el
PAk para una sucesion creciente de valores de k.

La primera cuestion a resolver es la de poder asegurar la existencia
de los minimos x* . Para las funciones de tipo interior es posible afirmar
ésto en condiciones bastantes generales. No ocurre lo mismo para las
exteriores e intermedias pudiendo encontrarse ejemplos en los que el
PAk no tiene minimo finito. La solucion teo6rica adoptada por la mayo-
ria de los autores es la de suponer las funciones continuas y limitar la
minimizacion de g a un compacto K C IR”. Sin embargo el minimo
asi encontrado puede no ser el minimo global en todo IR" por lo que
el PAk no seria un verdadero problema sin restricciones. Ello puede
evitarse empleando funciones pemlidad adecuadas a las caracteristicas
del problema. Otra cuestion interesante es saber si la sucesion {x* }tie-
ne alglin punto limite X que sea factible y, en este caso, minimice la
funcién objetivo. Eventualmente puede interesar conocer a que valor
converge la sucesion { Yy (x¥)} y los valores del término de penalidad.
Estas cuestiones constituyen el andlisis de la convergencia que estudian
los teoremas siguientes.

1.4. Definicion
Una funcion penalidad se dice regular para el PM si se verifica que

para cada § > 0 existen k° > 0, M° > 0O tales que:
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0 <flx) + M°p(r(k°)g(x)) Vx ER"—X;

siendo:
Xs={xIx€X° gi(x)<6 i=1,..,m};

glx)=mix {g;(x);i=1, ..., m}

1.5. Teorema

Sean:

a) fy g continuas, p de tipo exterior o intermedio regular,

r(k
b) los pardmetros tales que Vy >0 Ilim ﬁ%—t}—;y—)= + oo,
i TR thi
ki{,na stk) ’

c) X5 C X° compacto no vacio para algan & > 0;
d) SeverificaqueVy >0, Vu>1,up(y)<puy).

Entonces existe un k* tal que para k > k* { tiene un minimo fini-
to x¥ € X5 que es el minimo global en todo IR". Ademis la sucesion
{x*} tiene un punto limite X factible.

Demostracion:

Sea x° € X. Entonces Iy (x°) < m a/s(k) siendo a = médx; {u; = pi(0)}.
Por ser X5 compacto existe x¥ € X5 tal que Y (xF) < Yr(x) Vx € X;.
En particular:

ma (l)
s(k)

Ui F) < P (x°) < fx°) +

Sea ahora x € IR" — X, . Por a) existen k°, M° tales que 0 < flx) +
+ M° p(r(k°) g(x)). Por construccion la sucesion {1/2 s(k)} estd acotada
por un valor 5. Sea M > mix {M° 5}. Por b) existe k' tal que para k >
> k! 2 M r(k°) < r(k)/s(k). Entonces:
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0<fx)+M° pr(k®) g(x)) <flx) + M p(r(k°) g(x))

2 M s(k) o —
< fix) +——2'}m—p(r(k )gx)) <

<flx) +

1 0y — ..
3 5K) pQ2 M s(k)rik™) g(x))

. 1 _
<SS + Sy Ptk B ) (2)

en donde hemos empleado la hipotesis d). Por b) existe k? tal que
para k > k2

o 1 _
flx )+%<mp(r(k)g(x)) 3)

Sumando (2) y (3) para k> k*=max {k', k?} se obtiene junto
con (1) que:

o 1 _
Ui (k) <fx°) + S%C“T<f(x) + 5 P B <

SYrlx) VxER"—X;
lo cual prueba que x* es el minimo global de Y. La existencia de
X se deduce de ser Xz compacto. Supongamos que X no es factible. Sea
L€ {1, ...,m} tal que go(x)=¢ > 0. Por la continuidad gy (x*) = k>0
para k suficientemente avanzado. Entonces:

1
Sk) PUrk) gixk)) +

m
Iim Y (x¥)=lim fix¥) + lim X
k -+ k + o k -+ i=1

i42

1
+ Ill’m S—(k—)-p("(k) go(xk)) =+ oo
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en donde hemos empleado la continuidad, la propiedad de p de estar
acotada inferiormente por cero y la hipotesis b). Por otra parte si x! es
factible:

U (xH) <fle!) + —+ (k) <fx')+mas<+ oo

Como xk era el minimo de Y hemos obtenido una contradiccion.
Asi pues X es factible.
1.6. Teorema

En las condiciones del teorema anterior si s(k) = + oo entonces
fIX) < f(x*), es decir, X es un punto factible 6ptimo.

Demostracion:

Sean /= {ilg;(x*)=0};J = {ilg;(x*) <0}

. 1 .
,lmz mp(r(k) gi(x*)) = 11r2 s(k) =0 i€l 4)
11m (k) —p(rk) g;(x*¥)=0 i€J (5)

Por ser p definida no negativa y x¥ el minimo de

k) < P (k) < Yp (%)

de donde:
f(f)=,£im f(xk)<’£im ll/k(xk)<’£l'm Vi (x*)=f(x*)

en donde hemos empleado (4) y (5).
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1.7. Corolario

En las hipdtesis del teorema anterior se verifica:

a) ,ll'm Yr (xk) = f(X)

1
. . ky) =
b) ,1',"1 FT3) p(rik) g(x*))=0

2. LOS PROBLEMAS AUXILIARES

Garantizada la existencia de la sucesion de minimos sin restricciones
y su convergencia a un punto factible Optimo es interesante estudiar
su situacion respecto de la region factible. Las funciones interiores ge-
neran siempre minimos interiores a la regién factible, mientras que la
aproximacion al 6ptimo que se obtiene con las exteriores es siempre
por el exterior del conjunto X. Para las funciones de tipo intermedio no
puede afirmarse, en general, que los minimos van a ser interiores o ex-
teriores exclusivamente sino que dependerd de la estructura del pro-
blema a resolver. Sin embargo es posible asegurar que, bajo ciertas con-
diciones, una vez que se obtiene un minimo x* factible ya no se aban-
dona la region de programas, con lo cual si es preciso detener el proce-
so iterativo antes de alcanzar el 6ptimo se tiene al menos la seguridad
de que la solucidn es realizable. Esta deseable propiedad, similar a la de
funciones interiores, se obtiene sin necesidad de emplear una primera
fase para la determinacion de un punto inicial factible.

2.1. Teorema

Sea:

a) X compacto, Int X # ¢;

b) f, g y p continuamente diferenciables con p’(0) # 0;
c) g pseudoconvexa;

d) Yy cuasiconvexa para cualquier k;

100



-

) tal v <0 tim 2 k) ) =0, lim Al
e) rystalesque V) i ,,s(k)pr y T ke SUK) .

Entonces existe k* tal que para k > k* xk pertenece a X.

Demostracion:

Sea x° €Int Xy % € Fr X. Se va a probar que V Y (X -x°)>0. Co-
mo % € Fr X existe £ € {1, ..., m} tal que go(*)=0. Como x°Elnt X
g(x°) <0. Sean los conjuntos de indices I(%) = {ilg;(%)=0};J(x, x°)=
= {(i|1g(x°)/2 < g;(%) <0}; K(%, x°) = {ilg;(x) <g(x°)/2}.

i) Sea i € I(%). Como g es pseudoconvexa

o =(+-° _(‘xo) S A o -
gi(x") <gx )<“g—'2—‘<0=g,~(x) = yg (%) (x°—x) <0

Entonces:

i r(k) (rk R AN f& L0y —

lim %y p (r(k) gi(%)) Vg;(x) (X —x7) =
gy r(k) (0 N (e w0 = — oo
= lim %) p’(0) Vg;(x) (X —x7) =

en virtud de las hipotesis b) y ©).

ii) Sea i € J(x, x°). Como g es pseudoconvexa

g(x°)

g(x°) <75 <gl) = Vg (%) (x°—%) <0

De ello se deduce que para todo k

r(k) . o e
mp(r(k)gi(x)) Vg,-(X) x°—x%)<0
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ya que p es creciente.

iii) Sea i € K(%, x°). Se tiene

.|tk . A
0<,£1m mp(r(k)g,-(x)) Vgi(x) (x” —Xx)

(por la desigualdad de

. rk)y . . °_ 3
< lim stk) P (r(k) g;(x)) Vg2l Ie® =%l Schwarz)

k +o

k
< ,ll‘m % p'(r(k) g;(x)) M; (por las hip6tesis a) y b))

=0 (por la hipotesis e))

Ello quiere decir que para cualquier € > 0 existe k' tal que para
k>k’

rik) » o .
s(k) p'(r(k) gi(x)) Vg;(x) x" —x)|<e€

iv) Por las hipotesis a) y b) existe M tal que:
IVfG) (x°— %)l <M
Reuniendo 1), ii), iii) y iv) llegamos a que para k > k’

m r(k
V(x) (x°— %)= Vf(X) (x° — %) + El %p’(r(k) £i(%)) Vg;(%) (x° —x)

r(k
M+ 3 TEPOVED-D+ I e
i €1(x) i€ K (% x°)

y dado que el segundo miembro tiende a —oo existe un k* independien-
te de x en virtud de a) y b) tal que para k > k¥ >k’
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Vi ®) (x°—%) <0 ® V() (x—x°)>0

Sea ahora x tal que (x —%) =X (X —x°) con A > 1. Entonces:

0 <V (@) (x—x°)= Vtﬁk(i)—;\‘(x —X)

y por la cuasiconvexidad de y/;

Y (8) < Yy (x)

Finalmente para cualquier x fuera de la region factible existe un
* € Fr X que esta en la recta que une x° con x. Como k* no depende
de x la desigualdad anterior se sigue verificando. Entonces y alcanza
en X su minimo global.

Para minimos no factibles se tiene el siguiente resultado:

2.2. Teorema

Sea x* la solucion del PAk. Sea t € IR™ un vector de perturbacion
verificando: a) g(xk) <t; b) p(r(k) g(x*)) =p(r(k) t). Entonces xk es
¢l minimo exacto de la funcion f en el conjunto X; = {x|x € X°,
gx) <t}

Demostracion:

Sea x € X,. Como p es creciente p(r(k) g(x)) < p(r(k) t). Por ser xk
la solucion del PAk para todo x € R”

F) + g P k) < 0x) + <7 pUr) glx) <

1
s(k)

< fx) +—S—(’75p (k) )
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pero entonces de b) se sigue que f(x*) < f(x) para todo x € X,.

También se obtiene una cierta monotonia para la sucesion

{Yy (x¥)}.

2.3. Teorema

.l . . . g
Si x¥' es interior a X entonces para cualquier k = k' se verifica
1
Y (k) < g (xk).

Demostracion:

Sea xk' € Int X.Esto junto con la definicién 1.2 nos lleva a

Y (K ) =fxK ) + p(r(k!) g(xk')) =

s(kY)

> fixk') + ﬁp(r(k) g0t y) >

1
s(k)

= fixk) + p(r(k) gxk)) = Yy (xk)

en donde la Gltima desigualdad se sigue de la definicion de x*.

Noétese que como corolario de este teorema se deduce el conocido
resultado relativo a las funciones interiores de que {y (x¥)} es mono-
tona decreciente, Fiacco-McCormick 68, Polak 70.

Aunque los métodos de penalizacion constituyen un procedimien-
to algoritmico tedricamente infinito el proceso iterativo ha de detener-
se necesariamente al alcanzar el grado de precision deseado. Como éste
puede fijarse de antemano, si se conoce para que valor del pardmetro
se alcanza, tan solo es preciso realizar la iteracion correspondiente a di-
cho valor, ya que, como se desprende del método el conocimiento
de los minimos anteriores no es esencial para la solucion del PAk. Se
va a dar a continuaocion una cota de la distancia al valor 6ptimo en cada
iteracion.
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2.4. Teorema

ma
s(k)

Sea x la solucion del PAk. Entonces flxk) — flx*) <

Demostracion:

Dado que x* es factible y p creciente y definida no negativa:
p(rk) g;(x*)) — ptrik) gixk))<a  i=1,...,m

y como xk es el minimo de y; resulta:
(yk ¥y < g _._1__{ (k *
fixk) — fix )\m ) plr(k) gi(x*)) —
~ pr(k) gk} < 1

2.5. Corolario

ma
s(k)

b) Sia =0 (penalidad exterior) el primer punto factible es Optimo.

a) Sixk es factible entonces 0 < flx¥) — fix*) <

Si se conocen algunas propiedades de las funciones del problema
pueden mejorarse las cotas anteriores. En particular si la funcion Yy es
uniformemente cuasiconvexa (Roberts 73) y X° convexo se tienen las
cotas:

ma

fixky — fix*) < SK)

=& (lxk —x*I)

en donde & es la funcion que da la cuasiconvexidad uniforme. Para
puntos factibles con & estrictamente creciente se tiene:

ma

k— ¥ < -1
lxk —x*I <& k)
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Los algoritmos de penalizacion que estudiamos generan simultinea-
mente con los xk una sucesion de vectores de multiplicadores de Kuhn-
Tucker definidos por:

r(k

)
k=— " (xk
u; S(6) p'(r(k) g;(x*))

Es posible demostrar que en condiciones bastante generales, simila-
res a las utilizadas en la teoria de la programacion matemadtica (Baza-
raa-Shetty 79), la sucesiOn anterior converge a un punto u que forma
con X un punto de silla o un punto estacionario de Kuhn-Tucker segiin
los casos. Junto con el interés teérico de la existencia de los multiplica-
dores, la consideracién de los mismos permite deducir varias cotas de
convergencia para el caso en que no puedan obtenerse los minimos x*
en forma exacta. (Mifflin 75).

3. EL LAGRANGIANO AUMENTADO. METODOS DE LOS
MULTIPLICADORES

Los métodos de penalizacidn presentan un comportamiento bas-
tante satisfactorio para la resolucion numérica de un problema de pro-
gramacion matemadtica. Sin embargo no estidn exentos de ciertos incon-
venientes que hacen desaconsejar su empleo en algunos casos especial-
mente debido a problemas de inestabilidades numéricas. De ahi la nece-
sidad de introducir en ellos alguna modificacidon que evite estas carac-
teristicas negativas. La modificaciOn propuesta convierte a la funcidén
auxiliar del método de las penalizaciones en una funciéon del tipo La-
grangiano aumentado al estilo de las propuestas por Roode 69,
Arrow-Gould-Howe 73, Mangasarian 75, los cuales presentan una ca-
racterizacidén axiomdtica de una serie de propiedades que permiten re-
lacionar el lagrangiano aumentado con el cldsico, mientras que aqui
se obtienen resultados similares partiendo de un contexto de penaliza-
ciones. Distintas formulaciones del lagrangiano aumentado pueden en-
contrarse en Pierre- Lowe 75.
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3.1. Definicion

Se llama lagrangiano aumentado asociado al PM a la funcion:

_ m  qi(0;) , .
L(x,o,r(k),S(k))—f(x)+iz_‘3l ) {pi(ritk) g;(x)) - p;(0);

=flx) + P(x, 0,r(k), s(k))

en donde cada q; es una funcion real de variable real dos veces diferen-
ciable continuamente verificando:

i)q(0)=0; ii)q’(0)=0;4"(0)>0
Inmediatamente se deduce que en un entorno de cero E, g’ es
estrictamente creciente, g es estrictamente convexa y en 0 =0 g tiene
un minimo relativo estricto por lo que se conservard no negativa en Ej.

Como en el caso de la funcion penalidad se suprimird normalmente el
subindice i.

El lagrangiano aumentado asi definido posee propiedades similares
a las del cldsico de la teoria de Kuhn-Tucker como se ve a continuacion.

3.2. Definicion

Dado un indice k se llama punto estacionario del lagrangiano
aumentado (LAP) a un par (X, @) que verifique:

VL(x,0,r(k),sk)=0

3.3. Teorema

Sean las funciones f, g y p diferenciables continuamente con p’'(0) >

k L -
>0y lim ———:Ek; =400, a) Si (X, &) es un punto estacionario de Kuhn-
koo
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Tucker (KTP) entonces para k suficientemente avanzado existe g € IR™
tal que (x, 0) forman un LAP. b) Si (¥, G) es un LAP para algin & tal
que 0 €B,(0) para § suficientemente pequefio y g(¥) <0 entonces
existe u tal que (x, &) forman un KTP.

Demostracion:

a) De las propiedades de g se puede deducir que existe un interva-
lo (0, £) tal que g es estrictamente creciente en él por lo que puede de-
finirse ¢g~' en (0, q(£)) tal que para n € (0, g(£)) sea q@ ' ) =n.
Sea (x,u) el KTP y denotemos K = {ilz; =0}; I= {ilg;(x)=0};
J = {ilg;(x) <0}. Para i € K debido a las hip6tesis sobre los pardmetros
existird un k suficientemente avanzado tal que:

s(k)

Entonces definimos:

e ()
=0 (5 poy) 'FK

Q

;=0 i€k

Con estos valores se puede comprobar que para k suficientemente
avanzado:

VL(x, 0, r(k), s(k))=0

es decir, (x, o) forman un LAP.

b) Por hipotesis:

oL _ q'(0;) B
0 k) PUrtk) &) — p(0)} =0

lo cual por las condiciones impuestas a g y ¢ es equivalente a:

108



5,=0 0 gx)=0 i=1,...m
Definimos:
— __rk) .
;= q@) 5y P k) &E) i1 m
Inmediatamente resulta que #; =0, i=1,...,m. También es facil
ver que:
u; g,(f)=0 i=1,...,m

Finalmente:

m

0=V,L(&x, 3, r(k), s(k)) = Vfix) + i?l u; Vg;(x)

lo cual prueba que (X, @) es un KTP.

3.4. Corolario

Si (X, o) es un LAP entonces:

m O
o 5 L (it 8@ - p©)=0

i=1

b) L,7,r(k), s(k))=fX)

3.5. Lema

(Arrow-Gould-Howe 73). Sea A una matriz m * n y B una matriz
n x n. Se tiene:

B+a4A
(x#0,Ax=0=xBx>0} « es definida positiva para o
suficientemente grande
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Basindose en el lema anterior puede demostrarse la equivalencia
entre la solucidon Optima del PM y los minimos sin restricciones del
lagrangiano aumentado para un valor finito del pardmetro.

3.6. Teorema

Sean f, g y p dos veces diferenciables continuamente, p’(0) > 0,
p’'(0)=0y llm —tﬁ-= .a) Si (x,u) satisfacen las condiciones
suficientes de segundo orden para minimo local del PM (Fiacco-
McCormick 68)y si {ilg;(X)=0, &; =0} = ¢ entonces para k suficiente-
mente avanzado existe un o tal que X satisface las condiciones suficien-
tes de segundo orden para minimo local sin restricciones del lagrangiano
aumentado L(x, 0, r(k), s(k)) x € Eo(X). b) Reciprocamente si (x, 0)
forman un LAP para algin k con G € Bs (0), g(x) <0 y X satisface las
condiciones suficientes de segundo orden para minimo local sin restric-
ciones de L(x, @, r(k), s(k)) entonces existe un u tal que (X, u) satis-
facen las condiciones suficientes de segundo orden para minimo local
del PM.

Demostracion:

a) Por el teorema 3.3 existe @ tal que V,L(x, g, r(k),s(k))=0
Ademis V2 L = VZLo(X,u) + T(x, u’) en donde se ha denotado:

LoGx, u)=fx) + X uig(x)

, m rik) ., t
T(x, u’)= Z q(o;) p’(r(k) g;(x)) Vg;(x) "Vg;(x)
i=1 s(k)
Entonces:
- p’(0) — N L
T(x, ) ,éz 2(0) r(k) u; Vg(x) 'vg;(x)
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Si hacemos ahora la identificacion:

12

- = _ - _p’0) _
A_.thI(x) B—-szxLo(x,u) a—-'p",—(a)—r(k)ul

al aplicar el lema 3.5 obtenemos:
(y#0, 'Vg,&) y=0 = y VAL, % y>0} =
& {Y(VALo(X, ) + a Vgr(x) 'Vg(x)) y >0}
es decir:
y VAL, 0, rk), s(k) y>0 Vy#0,y€ R"

Se llega entonces a las condiciones suficientes de minimo local.

b) Similar.

El lagrangiano aumentado que se estd considerando permite definir
un problema dual asociado al PM. Las relaciones existentes entre ambos
son similares a las que se obtienen en la cldsica teoria de la dualidad
originada a partir del lagrangiano clasico.

3.7. Problema dual (PD)
Hallar, si existe, 0 € R™ tal que:
D(@)=max D(o) 0 €Y =E(0) N Bs(0)

siendo D(0) = L(x(0), 0, r(k), s(k))= min L(x, a, r(k), s(k))
x € E(x(0))

3.8. Teorema

Sean f, g y p dos veces diferenciables continuamente, p’(0)>0
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rk
p’(0)=0y kh’m ﬁk—; = 4 oo, Sea X la solucién del PM, (x, &) verifican-

do las condiciones suficientes de segundo orden para minimo local
restringido y {ilg;(¥)=0, #; =0} =¢ y sean los gradientes de las res-
tricciones activas linealmente independientes. Entonces para k suficien-
temente avanzado existe ¢ € R™ tal que 0 resuelve el PD y ademds
fix)=D(o).

Demostracion:

Por los teoremas 3.3 y 3.6 y el corolario 3.4 se llega a que:

f(x)=L(x, 0, r(k), s(k))= min_L(x, 0, r(k), s(k)) =D(0)
x € EX)

Notese en primer lugar que VD(G) = 0. Ademas:

VZD(G)-: voaL - voxL vxxL—l vxaL =

_ _0 0 v thI] -1
0 WJ] [ 0 (Ve L)™" (vy Vg 0)

[ v 'Vg Vo L7 v,vg O
i 0 w, (

X, 0)

en donde hemos denotado:

r(k)

AL tyg.
k) p’(r(k) gi(x)) 'Vg;(x)

vi =q’°(0;)

,_ q7(0)
e {p(r(k) g;(x)) — p(0)}

Al ser VL definida positiva y por la independencia de los gradien-
tes activos la matriz (—v; 'Vg; V, L7' v; Vgy) es definida negativa.
También w; <0 para i €J. Por tanto V2D(0) es definida negativa lo
cual prueba que @ es un maximo local, es decir, soluciona el PD.

112



La teoria que acabamos de exponer permite la consideracion de
nuevas familias de algoritmos de los que vamos a describir dos tipos fun-
damentales. Algoritmos similares han sido inicialmente propuestos por
Hestenes 69, Powell 69 y mds tarde estudiados por Rockafellar 73,
Bertsekas 76 y Kort-Bertsekas 76.

3.9. Método de Newton-Raphson

Calcular x* tal que:
f&x¥)=min f(x) x € {xlgx) <0, VL(x, o, r(k), s(k)) =0}

En definitiva se trata de encontrar los LAP que son los candidatos
naturales a minimo. De este esquema general pueden deducirse varios
procedimientos segin la técnica empleada para resolver el sistema VL =
=0. Si se emplea el método de Newton-Raphson se obtienen para
x y o las féormulas iterativas

o=c+WM-"GH 'G)"' {GH ' VLy— N)
x'=x+H'GWM—-'GH ' G)"' N —
—{H'GWM - 'GH™ ' G)"' 'GH™' + H '} VL,
La convergencia del método y su razéon de convergencia se deducen

de las propiedades del algoritmo de Newton-Raphson (Ortega-Reinh-
bolt 70).

3.10. Método de los multiplicadores

1) Definir L y seleccionar k°, 6° y hacer j = 0.

2) Determinar x/ * ! tal que L(x'*!, o/, r(K), s(k/)) = min, L(x, o/,
r(i), s(k))

3) Determinar ¢/ ** tal que L(x/ * ', o/ * 1, r(k/), s(k/)) = mix, L(x¥/,
o, r(k), s(k))
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4) Comprobar las condiciones de convergencia. Ir a STOP o a pa-
so 5.

5) Comprobar las condiciones de modificacion de pardmetros. Ir
alconj=j+1.

Se obtienen distintas variantes del método segin las técnicas em-
pleadas en los procesos sin restricciones. Por ejemplo, puede utilizarse
d*'=¢ + N VD(¢) en cuyo caso se llega a la convergencia y razon de
convergencia como consecuencia del teorema del punto de atraccion
de Ostrowski (Ortega-Reinhbolt 70).
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