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SUMARIO

Se dan estimaciones puntuales y por intervalo para la edad y el nimero inicial
de individuos en procesos de nacimiento puro de intensidad conocida y en procesos
de Galton-Watson con distribucion de descendientes conocida.

SUMMARY
Point estimates and confidence intervals for the age and the individual initial
number are given for a pure birth process of known intensity and a Galton-Watson
process with known offspring distribution.
Algunas palabras claves: Estimacion en procesos de Galton-Watson; estimacion

en procesos de nacimiento; procesos de Galton-Wat-
son; procesos de nacimiento puro.
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1. ESTIMACION EN PROCESOS DE NACIMIENTO PURO LINEAL

1.1. Introduccion

Sea X, el tamafio de la poblacion en el tiempo ¢ en un proceso de
nacimiento puro, esto es, en un proceso de Markov en el cual, para
i=1,2, ..

iNk+0(h) G=i+1)
prX,, =jlX,=0)={ 1—iXh+0kh) (=i

0) en otro caso

en donde A, la intensidad del proceso, es mayor que cero. Supongamos
que pr (X, =q) =1, en donde g es un entero positivo fijado de ante-
mano.

Es bien conocido (Harris, 1963, pags. 104-147) que si X; es un pro-
ceso de nacimiento con X, = q, entonces la esperanza E (X,) =q * eM ,
y existe una variable aleatoria W tal que X,/E (X,) > W casi seguro
cuando ¢ = oo, La distribucidén de W es una gamma (g, q), esto es, tiene
por densidad g7 - w41 - ¢ 9% /T’ (q) paraw > 0y, por tanto, E (W) = 1.

Un problema abordado por diversos autores (Keiding, 1974 y Mo-
ran, 1951 entre otros) ha sido el de la estimacion del parametro A bajo
diversos esquemas de muestreo; en particular Keiding (1974) prueba el
siguiente teorema de interés posterior:

Teorema 1.1. El estimador de maxima verosimilitud A basado en la
observacion de X, solamente, viene dado por
At =log (X,/q). Ademas, cuando t -> oo, ¢ A=-N)~>
- log W casi seguro, en donde la distribucion de W es
una gamma (q, q).

Sin embargo, el problema de estimar la edad ¢ de un proceso de na-
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cimiento o el de estimar el nimero inicial ¢ de individuos de que parte
el proceso, son situaciones que no han sido atin tratadas y que se estu-
dian en la presente seccion 1.

1.2. Estimacion de la edad

Es conocido que si X ¢ €S un proceso de nacimiento puro y de inten-
sidad A, entonces

-1
prX,, =nix,=my=(0_ | Jehy - (1 —eNym

de modo que por la simetria existente entre A y ¢ se deduce que, proba-

bilisticamente, es lo mismo hablar de un proceso de nacimiento de in-

tensidad A que comenzando con m individuos se encuentra en el estado

n después de un tiempo t,que de uno de intensidad ¢ que partiendo de m
individuos se encuentra en el estado n después de un tiempo A. Si el

proceso de intensidad A le 1lamamos proceso original, al de intensidad ¢

le llamaremos “proceso conjugado” del original.

Si lo que se desea es estimar la edad ¢ de un proceso de intensidad A
que partiendo de g individuos ocupa el estado X, en el tiempo ¢, ello

sera lo mismo que estimar la intensidad ¢ del proceso conjugado; con
ello:

Teorema 1.2. El estimador de méxima verosimilitud 7 basado sola-
mente en la observacion de X, viene dado por

1
A

t= - log (X,/q) (1)

Ademas N\ (f — t) = log W casi seguro (a) cuando
A =00 (b) cuando t —> oo, en donde W es la misma va-
riable descrita anteriormente.

Prueba: El estimador (1) y (a) son consecuencia de aplicar el teo-

rema 1.1 al proceso conjugado. La parte (b) es inmediata por la conver-
gencia casi segura X,/E (X,) > W.
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Cuando el objeto sea estimar la edad ¢, como es el caso, sera usual
desconocer Xy, = g de modo que no queda otro remedio que suponer
Xy =q = 1. En ese caso W tiene por densidad e™, de modo que un in-
tervalo de confianza para log W serd [w; =log {—log(l — o)},
w, =log (— log o, )], en donde o; + a, = son los errores de cola. Para
un valor dado de o, dicho intervalo sera de longitud minima si se toma
o; como la Gnica raiz positiva de la ecuacion (¢ —«;) * log (a— ;)=
=(1—oy)log (1 —o;). Stigler (1970) da una tabla de valores de o, pa-
ra algunos valores de a. Dado el intervalo [w,, w,] para log W, uno
aproximado para la edad ¢ se obtiene de inmediato a través del teo-
rema 1.2.

Como solo se observa el tamafio actual de la poblacidén y no las
fluctuaciones aleatorias previas, es demasiado pedir la consistencia del
estimador en el sentido de que |t — t| tienda a cero para grandes valores
de ¢. Sin embargo, veremos que f es un estimador relativamente consis-
tente para grandes valores de ¢.

Siguiendo a Feldman and Fox (1968), diremos que el estimador
0 de 6 es a-consistente si (§ — 0)/6%—> 0 en probabilidad cuando 6 = oo
De ahi que, por el teorema 1.2. (b), el estimador t de la edad ¢ sea
a-consistente para cualquier o > Q.

1.3. Estimacion del niimero inicial de individuos

Sea un proceso de nacimiento X¢ de intensidad A que, partiendo de
un nimero inicial de individuos X, =g desconocido, es observado en el
tiempo n en el cual X, =K. Ahora se desea un estimador del tamafio
inicial g.

Sea paraello YTI un proceso de nacimiento de igual intensidad A que,
partiendo de un solo individuo, ocupa el estado g en un tiempo s desco-
nocido, comportandose en adelante como el proceso original X g pero
en la nueva escala de tiempos 7 = ¢ + 5. Conello Yy =1, Y, = ¢,
Y, =X,=K con t=n + 5. Un tal proceso serd denominado por “proce-
so paralelo” al original. Por el teorema 1.2, una estimacion de la edad ¢
es f=1log K/\, de modo que una estimaciéon de la edad s scra
s=t—n=(log K — An)/\. Para estimar g parece apropiado utilizar el
tamafio medio E (Ys- | Yt = K), pero como ¢ es desconocido ello no es
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factible. Siguiendo en la misma linea, podriamos utilizar la expresion
E(Ys|Ys <K), lo cual da una forma excesivamente complicada para g.
De cualquier modo, cuando K sea suficientemente grande, la expresion
anterior puede aproximarse a la que finalmente se propone: § = E(Yy) =
=exp * (As)=exp * (log K —An), por lo cual

X, (2)
M

q=
e

Notese que E(g)=q y que V (g) =q * {exp A n) — 1} /exp. (A n), con
lo cual g es insesgado pero de varianza tanto mas grande cuanto més nos
alejemos del comienzo del proceso y cuanto mayor sea ¢. Por esta pér-
dida de memoria, en el sentido anterior, con el tiempo y con g, esta cla-
ro que pedir la consistencia de g es excesivo. Alternativamente la
a-consistencia si es accesible. En efecto, si hacemos x = (¢ — ¢q)/q%, en-
tonces E (x) =0y V (x)={exp * A\ n)— 1}/exp A n) * ¢?%! -0
cuando g —> <0; de ahi que x converja en media cuadrada a cero, para
cualquier a > 0,5 y, por tanto, lo hard también en probabilidad. Con
ello g es un estimador a-consistente de g para cualquier &> 0,5.

Para dar intervalos de confianza, comoz =X, /E (X,,) converge casi
seguro a W, cuando n = oo, y W tiene por distribucidén la gamma (g, ¢),
se deduce que ¢ = g * z = W’ casi seguro, siendo W’ una gamma (q, 1).
Con ello pueden construirse intervalos de confianza aproximados de q,
para grandes valores de 7.

2. ESTIMACION EN PROCESOS DE GALTON-WATSON

2.1. Introduccion

En los Gltimos afios ha habido un gran crecimiento en el nimero de
trabajos publicados sobre las propiedades de los procesos de ramifica-
cion de Galton-Watson. La gran mayoria de dichos trabajos estudian el
comportamiento porbabilistico de estos procesos, interesindose en par-
ticular por el crecimiento asintotico o la extincion de la poblacion cuan-
do la edad y la distribucion de descendientes estidn totalmente especifi-
cadas. Mas recientemente, han merecido atencion varios problemas de
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estimacion sobre los pardmetros de tales procesos: estimacion del nime-
ro medio de descendientes por individuo (Harris, 1963, pag. 32), esti-
macion de la probabilidad de extincidon del proceso, paramétrico (Sti-
gler, 1970) o no paramétrica (Crump y Howe, 1972), cuando se supone
que éste comienza con un solo individuo. Sin embargo, el problema de
estimar la edad del proceso cuando comienza con g individuos o el de
estimar dicho niimero inicial de individuos, son situaciones ain no abor-
dadas y que tratamos de resolver aqui. En este trabajo nos limitamos a
dar las estimaciones paramétricas de la edad y del namero inicial de in-
dividuos, reservando para uno posterior, el estudio de los estimadores
no paramétricos.

Sean Xy =¢q, X,, X,, ... los tamafios de las generaciones sucesivas
de un proceso de ramificacion de Galton-Watson que comienza con g
individuos y cuya funcién generatriz de probabilidad del nimero de des-
cendientes es f (s) = Z py ° s* con P =pr (el nimero de descendientes
de un individuo dado sea igual a k). Esto es, la poblacidén comienza en
la generacion cero con g individuos, los cuales viven una unidad de lon-
gitud de tiempo, o sea una generacidn; y entonces mueren, produciendo
cada uno de ellos, de modo independiente a los deraas, un nimero alea-
torio de descendientes de acuerdo con la distribucidén de probabilidad
{py }. Todos los descendientes de la generacion cero pasan a formar la
generacion uno y se comportan como sus padres para asi dar lugar a la
generacion dos, etc. En adelante supondremos que f (s) es conocido,
esto es, conocemos la distribucion de probabilidad del nimero de des-
cendientes de un sélo individuo. Tales procesos son discutidos en deta-
lle por Harris (1963).

Si denominamos por u=f (1 —) el nimero medio de descendientes
producidos por un solo individuo, entonces son posibles tres casos:
(i) > 1, el caso supercritico;
(ii) =1, el caso critico;
(iii) <1, el caso subcritico.

En cada uno de ellos, la obtencion de los estimadores propuestos es
distinta.

Otro parametro de interés es la probabilidad de extincion 7 de un
proceso que comienza con un solo individuo. Es conocido (Harris, 1963,
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pag. 7) que  es la raiz positiva mas pequefia de f (s) =s, y que 71 < 1 si
y solo si u > 1. Tal parametro representa pues la probabilidad de que la
poblacion eventualmente se extinga. Es evidente, por la independencia
de actuacion de los individuos, que cuando X, =g entonces la probabi-
lidad de extincion sera n9.

En adelante, para que los problemas de estimacion tengan sentido,
se supondra que las observaciones del tamafio de la poblacion en la ge-
neracion n son X, > 0, pues Unicamente entonces el problema de esti-
macion surgira.

2.2. El caso fraccional lineal y su proceso de nacimiento asociado

Un caso particular importante es cuando f (s) es la denominada fun-
cion generatriz fraccional lineal (Harris, 1963, pag. 9). Ella viene defi-
nida por

f)=1-— b n bs

| 1 —cs

para algan 0<b, c conb < 1 —c. En este casop; =b * cF'! (k=1,2,...),
Po=1—=0b/(1 —c) y u=b/(1 —c)*. Ademas, en el caso supercritico
7=min {1, (1 —b —c¢)/c (1 —c)} yenel caso critico 6> =f" (1 =)=
=2¢/(1 — ¢) que es la varianza de la distribucion de probabilidad {p }.

Si X, =1, X,;, X,, ... esun proceso de Galton-Watson del tipo frac-

cional lineal, entonces la funcién generatriz f, (s) de X no cuando
u>1,es

_,_ b bn)s
O =T T Tocmys

en donde
2
=N 1"‘1[
b (n)=u (——“,,_w)

c(n)= w1

[T ¢
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por lo cual
pr(X,=K|Xo=D=b@m)-c@f? (K=12,.)
pr(X,=01Xo=1)=1-b®m)/{1 —c(n)}

y, por tanto,

pr(X,>0|X, =D =u" (1 -m)/@" —m)
prX,=K|Xo=1,X,>0)={1-c@®)} c@

D ek PR e k-1
“n—-—n- #n—-ﬂ

K=1,2,..)

y como (1 — m)/(u" — 7)< 1, por ser 4 > 1, podemos convenir en llamar
por exp * (— A t) a dicha cantidad, determinandose el producto A * ¢ de
modo que tal igualdad se verifique. En particular, si convenimos en que
A =1, entonces ¢ esta determinado de un modo Gnico por

t=log {(u" —m)/(1 —m)} (3)
y asi con la nueva notacion
pr(X, =K|Xo=1X,>0)=e’ (1-e"¥" K=1.2,. )

De modo semejante, cuando u = 1, entonces:

_ nc—(nc+c—1)s
f" ®) 1—c+nc—ncs

por lo cual
priX,=KiXo=1={l-c@mP -c @k K=1,2,.2)

pr(X,=01X,=1)=c (n)
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en donde
c(m)=nc/{l+n—-—Dc}
y, por tanto,

pr(X, >0|X,=1)=2/(2 +nc?)

pr(X,=K|Xo=1,X,>0={1—c(m)} cmk!
_ 2 2 %K—l

= 1 —
2 +n g2 2+4+n - g?
(K=1,2,..)

y como 2/(2 + n 6?) < 1, podemos igualar dicha cantidad a exp (— A ¢).
En particular haciendo A= 1, entonces ¢ viene dado por la expresion.

t=log {(2 +no0?)/2} 5

de modo unico, volviéndose a verificar, por tanto, la expresion (4).

Sea ahora Y, un proceso de nacimiento puro de intensidad A = 1 tal
que Yo = 1. Entonces pr (Y, =K | Yo =1)=¢" + (1 —e*)X"!, de mo-
do que por la expresion (4):

priX,=K|Xo=1,X >0=pr(Y,=K|Yy=1)

por lo cual se concluye en que, probabilisticamente, es lo mismo hablar
de un proceso de Galton-Watson con una funcion generatriz del tipo
fraccional lineal que, partiendo de un solo individuo, se encuentra en el
estado K # 0 en la generacion n, que hablar de un proceso de nacimien-
to puro de intensidad A = 1 que, partiendo de un solo individuo,se en-
cuentra en el estado K # 0 en un tiempo ¢ relacionado con el n por las
expresiones (3) o (5) segin que ¢ > 1 o u = 1. A un tal proceso Y77 le
denominamos en adelante por “proceso de nacimiento puro asociado”
al de Galton-Watson original X;.

Es bien conocido (Harris, 1963, pag. 101) que un proceso de naci-
miento puro, observado en tiempo equidistantes, se convierte en uno de
de Galton-Watson del tipo fraccional lineal. Ahora se ha deducido que

60



todo proceso de Galton-Watson del tipo fraccional lineal que comienza
con un solo individuo, se convierte en uno de nacimiento puro de inten-
sidad A = 1, en el sentido anterior, con un cambio apropiado en la escala
de tiempos, si se le condiciona en la no extincién. Ello no seria factible
cuando X, =g ¥ 1 pues el proceso de nacimiento puro siempre crece,
mientras que el de Galton-Watson no.

2.3. El proceso paralelo a uno de Galton-Watson

Sea X g un proceso de Galton-Watson con funcidn generatriz f (s)
que, partiendo de X, = g, es observado en la generaciéon # en la cual
X, = K#0. Sea Y,,7 un nuevo proceso, también de Galton-Watson, que,
con igual funcién generatriz que el anterior, parte de Y, = 1 individuos,
pasa por el estado g en una generacion s desconocida y observado en el
tiempom =n +sdaY, =X, =K. Con ello, el proceso Y, se comporta
como el X¢,desde que alcanza el estado g,con la previa transformacion
de la escala de tiempos. En adelante, un tal proceso Y17 sera llamado
“proceso paralelo” al X 2

2.4. Estimacion

Sea X g Un proceso de Galton-Watson con funcion generatriz del tipo
fraccional lineal de media u > 1, caso supercritico, que comenzando
con X, =g es observado en la generacién n en la cual X,, =K # 0. Sea
Yn el proceso paralelo al anterior, de modo que Yo, =1, Y =g,
Y, =X, =K, m=n +s,y es también del tipo fraccional lineal. Final-
mente, sea Z, el proceso de nacimiento puro asociado al proceso parale-
lo;enélZ, =1,Z, =K, \=1, en donde el tiempo ¢ esta dado por la ex-
presion (3) que en las condiciones actuales sera

t=log {(u" —m)/(1 —m)}=log {(u* - u*—m)/(1 —m)}

El problema esta en que el tiempo s es desconocido; ello puede sol-
ventarse haciendo notar que el proceso realmente comenzo con q indi-
viduos y no con uno so6lo, de modo que s parece 16gico sea calculado
como el tiempo medio que tardaria el proceso Y,, en recorrer los esta-
dos 1 alg. Como E (Y, | Y > 0) = (u* — m)/(1 — ) entonces se propone
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como valor de s al s tal que E (Y; Y. >0)=q, con lo cual
s=1log {g (1 —m) + m}/log u. Con ello:

' {gd-—m+m}—m

t =log 1
-7

(6)

de modo que el tiempo ¢ serd desconocido cuando alguna de las cantidades
M, m, q o n sean desconocidas. Si acaso alguna de ellas lo fuera, ain
podria estimarse ¢ por la expresion (1), de modo que como el proceso
de nacimiento asociado al paralelo tiene de intensidad A=1y comienza
con Z, = 1, entonces ¢ = log Z, =log K estima al tiempo ¢. Finalmente,
teniendo en cuenta la expresion (6) se deduce que

K'{gd-—m+7}—m
1—7

K estima a

y despejando cada uno de los parametros u, 7, n y g se obtienen los es-
timadores que se proponen:

- X, (1l-m+=
n=log$X"((l_7r))+1r [log u @)
0
- X, m 1—p"
q o + = o 3)
-1
7= 1+ A “"X_l . )
A ‘M

X, 1-m+=n |
X(—-mn + 7

=
Il

(10)

Cuando se trate del caso critico, en que u = 1, todo es
igual salvo que ahora ¢ viene dado por la expresion (5), de modo que,
t=log {2+ mo?)/2Y=log {(2+no? +50%)/2} en donde s se de-
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termina como el valor s tal que E (Y; | Y§> 0)=qgycomoFE (Ys | Ys >
>0)=(2 + s 0%)/2 entoncess =2 (g — 1)/o%. Con ello ahora:

=log {(n 0* + 2¢)/2}

y como por otro lado una estimacion de la edad ¢ dada por la expresion
es f = log K, entonces

2
K estima a not+2q
2
de modo que despejando cada uno de los parametros 62, n y g se ob-
tienen Ios estimadores que se proponen:

;,-_—2._1("_0_7)(_0 (1)
. o 2

EI= 2 X,,2 na (12)

({,2)=2.;XA.;_‘Z(L (13)

Notese que todos los estimadores dados hasta ahora han sido obte-
nidos bajo la hipotesis de que X ges del tipo fraccional lineal. En lo que
sigue se daran propiedades de los estimadores n y g que valen en situa-
ciones mas generales.

Cuando u < 1, caso subcritico, la estimacién pierde sentido por al-
canzarse una situacion estacionaria (Stigler, 1970).
2.5. Estudio de los estimadores de la edad

Cuando en los estimadores (7) y (11) se hace g = 1, se obtiene

n=log {X, (1 —m) + n}/log u

n=2X, —1)o? (s
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respectivamente, que son los mismos propuestos por Stigler (1970).

Como dicho autor hizo notar, el pedir la consistencia de n, en el
sentido de que | n — n | = 0 para grandes n, es excesivo dada la escasez
de datos tomados. Sin embargo, la a-consistencia si sera accesible. En
efecto, como

A —n=lo X, —mu™ +m-uy™
Bl X U —mp’® + 7-p°

[log

si hacemos que n = oo, para un X, = q dado, entonces m —> o que-
dando s fijo. Como por otro lado Stigum (1966) ha probado que bajo
las condiciones de que u > 1 y Z k (log k) p;, <ee, entonces, condicio-
nalmente en la no extincion, Y,, * u™ =X, + u™ - W casi seguro,
cuando m = oo, en donde W es una variable aleatoria con una densidad
continua en (0, =), se sigue que casi seguro n — n => log [W (1 — m)/
[{guws (1 —m)+m+us}]/logu, y en particular n es un estimador
a-consistente de n para cualquier o > 0y cualquiera que sea la funcion
generatriz f (s).

El célculo de intervalos aproximados de confianza para n no es di-
rectamente accesible pues cuando X, = g, condicionando en la no ex-
tincion, X, /u" = W' casi seguro, cuando n = oo, en donde W' tiene una
densidad que es suma de g densidades relacionadas con distribuciones
gamma que tienen distintos parametros, lo cual haria sumamente engo-
rroso el calculo de tales intervalos, especialmente para valores altos de
q. Alternativamente, la expresion anterior de n — n puede valernos para
dar un intervalo de confianza aproximado para n. Como dicha expresion
contiene el tiempo desconocido s, si convenimos como antes en que el
valor mas apropiado para s es 5, entonces # — n = log {W (1 — m) }/log
de modo que los mismos intervalos para W y n dados por Stigler (1970)
cuando X, = 1 valen ahora, salvo que » estd dado por la expresion (7) y
no por la (14). Como ademas 7, dado por la (7),es menor que n,dado
por la (14), entonces el punto base del intervalo actual es inferior al del
intervalo de Stigler como era logico, pues es de esperar que el tamafio K
se alcance antes partiendo de g individuos que cuando se parte de uno
solo. Como quiera que el intervalo original hacia previsiones para la edad
cuando se parte de un individuo y realmente se ha partido de g, es de
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suponer que dicho intervalo, dentro de su validez aproximada, sea con-
servador.

En el caso critico, veamos que el estimador n, dado por la expresion
(11), es asintbticamente insesgado en el sentido de que E (n/n | X,, >
> 0) > 1 cuando n ~> oo, con independencia de cualsea la funcion gene
ratriz f (s). En efecto, para un proceso de Galton-Watson que comienza
con un solo individuo y que tiene por funcién generatriz una f (s) cual-
quiera, Kesten, Ney and Spitzer (1966) han probado que cuando
n=>on{l—-f (0)}—> 2/6%, en donde f, (s) es la funcion generatriz
del tamafnio de la poblacion en la generacion n. Como

- = 2 q 2q
E X >0)= . -
(n/n | X, ) - =9 0) T

se deduce, por el desarrollo del binomio de Newton que se obtiene, que
E (n/n| X, >0)~> 1 cuando n—> oo,

Por otro lado, los mismos autores anteriores han probado que la dis-
tribucion limite de (2 X, /n o2 | Xo =1, X,, > 0) es una exponencial de
parametro uno, de modo que, para el proceso paralelo, la variable
{2Y,,/(ma*)|Y,, >0} también tiene por distribucion limite dicha
exponencial, no importanto la condicién de pasar por g para valores
grandes de m, como es el caso, pues £ (Y,, | Y,, > 0) tiende a infinito
con m. Con ello, un intervalo de confianza aproximado al (1 - «) *
* 100 %, para 2 Y, /(m ¢?) es [a,, a,] en donde a; =— log (1 — @),
a, =—logo,,a; +a, =a y oy, a, se determinan como en la sub-
seccion 1.2. Finalmente, como m =n + s, un intervalo aproximado para
nes[-s+2Y, /(c? ay),—s+2Y, /(@ ¢*)] el cual, estimando s por
5, se convierte en el siguiente

2 Y,
=M _g4+1
[ o? 3 a, 1
2.6. Estudio de los estimadores del tamafio inicial.

Para ver que los estimadores, dados por las expresiones (8) y (12),
del nimero de individuos con que comienza un proceso de Galton-Wat-

Y

m

—-q +1

a
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son son a-consistentes para cualquier & > 0,5 y para cualquier funcion
generatriz f (s), denominemos poru =pr (X,, > 0| X, =q) =1 —f';, (0).
Como el problema de estimacion se ha presentado, entonces f,, (0) =
=pr (X, =01X,=1)<ly, por tanto, u y u?> = 1 cuando g —> . Si
ahora tenemos en cuenta que

EWX,|X,>0)=E (X,)u
VX, | X,>0=VX,)u+ (- 1)E* (X,)}/u?

y que en los procesos de ramificacion de Galton-Watson E (X,,)=q * "
y V (X,) =q * h en donde h es una cantidad que no depende de g, en-
tonces llamando por y = (g — ¢)/q® con a > 0,5 y teniendo en cuenta
las expresiones (8) y (12), se deduce que £ (¥) = 0 cuando g > o=. Por
otro lado, en el caso supercritico:

q-h-u—-f3q* -p*" _ 4
u? - 2t .qza - uzr

V)=

y enel caso critico V (y) = A4, de modo que como q * f;’ (0) = 0 cuando
q = %, entonces V (¥) = 0 en ambos casos. Con todo ello £ (%) > 0,
por tanto, y = (q — q)/qa — 0 en probabilidad cuando g —> <.

En particular, cuando py, = 0 entonces 7 = 0 y, por tanto
q=X,/u" (16)

de modo que E (g) =q y q sera insesgado.

Cuando m sea grande, es posible dar intervalos de confianza apro-
ximados para q. NoOtese que como m = n + s, entonces m es grande
cuando # lo es. Para dar dichos intervalos en el caso supercritico, supon-
gase calculado, por los métodos indicados por Stigler (1970), un inter-
valo [ — b,, m+b,] paralaedad m, en donde m = log X, (1-m)+
+ w}/log u; por tanto, un intervalo para s serd [s; =m — n — by,
s, =m — n + b, ]y, por el sentido que se ha venido dando a s, un in-
tervalo para g tendra como limite inferior
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g, =E(Y, 1Y, >0)=E Y, )r; = {X, (1 —m) + 7}/, u™)
en donder; =pr (YS1 > 0); de igual modo el limite superior sera
g, =1{X, (1—m) +m}/(r, u"?2)

en donde r, =pr (YS2 > 0).

En el caso fraccional lineal los anteriores limites son

Xn + T . 1 _ #n+b
#n+b 1l -7 b

haciendo b =b, para obtenerq, y b=—>b, paraobtenerqg,.

En el caso critico el procedimiento es similar. Asi, si [m/a,, m/a, ]
es el intervalo para m dado por Stigler (1970) con m =2 X, — 1)/0?,
entonces un intervalo para s sera [s, = (m — na,)/a,, s, = (m—na,)/a,]
por lo cual uno para g es

g1 =E (Y, Y, >0)=1/r,
4 =E(Y, | Y, >0)= 1/r,

En particular, para el caso fraccional lineal, los limites seran:
g1 =1+ (X, — Dfa, = (n 0*)/2

g, =1+ (X, — Dfa, —(n o*)/2

2.7. Consideraciones finales

Los estimadores w y 4 dados por las expresiones (9) y (10) no tienen
sentido tal como estan. En efecto, como 7 depende de u y para conocer
u hace falta conocer f (s), la funcion generatriz, entonces 7 no tiene va-
lidez pues de conocer f (s) se conoce m,al ser 7 la raiz positiva mas pe-
quefia de la ecuacion f (s) =s. De igual modo, el estimador g no tendra
validez al depender de m. Al estimador (13) de o2 le ocurre otro tanto,
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pues si se conoce que estamos en el caso critico, es que se sabe que
p =1y, por tanto, se conoce f (s) y de rechazo 6> =f" (1 —) también
es conocida, no teniendo sentido ya el estimarla.

Sin embargo, los estimadores (9) y (10) pueden tener valor como
estimadores no paramétricos. En un trabajo posterior se estudiarin los
estimadores no paramétricos de 7 que se obtienen de la expresion (9),
su influencia en la estimacion no paramétrica de la edad n y del tamaiio
inicial g del proceso y su comparacion con los distintos estimadores no
paramétricos dados por Crump and Howe (1972).

Obsérvese que los estimadores n y g, dados mas arriba, han sido ob-
tenidos a partir del estimador  de la edad de un proceso de nacimiento.
Iguales estimadores se hubieran podido obtener A partir de los estima-
dores (14) y (15) de la edad n propuestos por Stigler por un procedi-
miento similar al indicado en la subseccion 1.3. De hacerse asi, los esti-
madores (1) de ¢ y (2) de g en un proceso de nacimiento, podrian obte-
nerse a partir de los anteriores, considerando el proceso de Galton-Wat-
son que se obtiene al hacer observaciones equidistantes en el proceso de
nacimiento puro. Asi, el estimador (16) daria el estimador (2).

Este trabajo es parte de la tesis, no publicada, del mismo autor. Mi
agradecimiento al Dr. D. Alfonso Guiraum Martin y al Dr. D. Ramoén
Gutiérrez Jaimez, catedratico y agregado respectivamente, del Departa-
mento de Estadistica Matematica de la Universidad de Granada, que di-
rigieron dicha tesis. Este trabajo ha sido financiado por los Departamen-
tos de Fisiologia y Bioquimica de la Facultad de Medicina de la misma
Universidad y el anteriormente citado.
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