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RESUMEN

This paper is devoted to the Fisher’s quantity of information study, it is focused
in the same way than that ysed in the Shannon’s information and planned under
the conditions of regularity that Fourgeaud (5) considered. From this baseline, the
corresponding criterion for comparing experiments is defined and studied.

1. Introduccién

Este articulo estd dedicado al estudio de la cantidad de informacion
de Fisher como tal medida de informacion, ya que a pesar de su papel
fundamental en las teorias de la estimacién y tests cldsicas, no habia si-
do considerada con detalle en este sentido. Nuestro estudio, enfocado
de modo andlogo al usual en la informaciéon de Shannon y planteado
bajo las condiciones de regularidad consideradas por Fourgeaud (5),
considera las informiciones conjuntas y condicionadas examinando en
particular las propiedades de no negatividad, aditividad, invarianza y
suficiencia. Aunque alguno de los resultados alli obtenidos eran ya co-
nocidos, la mayoria de las demostraciones son originales y hemos con-

(1) Este trabajo forma parte de la tesis presentada recientemente por el autor.
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stderado conveniente su inclusion, para tras un estudio completo de la
cuntidad de informacion de Fisher y sus posibles generalizaciones, obte-
ner el criterio de comparacidn de experimentos correspondientes, de
modo anilogo a los de suficiencia, maximizacion de la utilidad espera-
da y maximizacion de la informacion de Shannon estudiados anterior-
mente por el autor (6).

[

Definiciones y propiedades principales de la informacion de Fisher

[0

.1. Definicion y condiciones de regularidad
Definicion 1

Dado un espacio @, un experimento asociado a © consiste en un es-
pacio medible (X, A) y una familia de distribuciones de probabilidad
sobre él {Py, 0 € O}.

Consideremos el experimento X = {X, A, Py, 6§ € ©}. Supongamos
que la familia {Py} 6 € © estd dominada por una medida o-finita u y
dPy
du
supongamos espacios euclideos con la o-algebra de Borel y que esta
medida p es la de Lebesgue.

sean p(x/0)= las densidades. Es mds, para mayor simplificacibn

Sea O, el espacio de estados de la naturaleza, un abierto de IR.

Definimos la cantidad de informacion de Fisher dada por X sobre
0 a la cantidad, si existe,

2

2 .
1(X,0)=Ei(—a%— lnp(x/())) $=JI(§0—lnp(x/0)) p(x/6)dx

Condiciones de regularidad

Diremos que X cumple las condiciones de regularidad (C.R.) si ve-
rifica:
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Eq = {x/p(x/6)> 0}

es independiente de 6 es decir £y = E.

E(1) =/ p(x/0) dx
I

es derivable dos veces bajo el signo integral.

Propiedad

Si X verifica C.R., entonces:

E (—a%— In p(x/60 )) =0y

2

IlX, 0]=Var (-—a@()—lnp(x/ﬂ))=—E< 0

YE In p(x/G)) [1]

Para su demostracién ver Fourgeaud (5), pag. 181.

Ejemplos en los que X no verifica C.R.

(1) Sea X : U(O, 6), entonces:

1 ]
(X, 6)=—§;-a Var (—56— lnp(x/ﬂ))=0 y

2 . 1\ 1
~E(ggring) =9

(2) Sea X tal due:
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1
e six €(0,0)

{
|
pix/0)= ? para © = (0, 1); entonces
1 . )
Sa-0) six €0, 1)

X, 0]=—— + ! E(_a_l (x/0 L 1 4
‘ 207 T 20 -0)2 “\ag "PV )) 260 © 2(1-0)
92 o 1

Y ’_E(aezl"p"‘/e’)_ 207 2(1-6)

Como vemos en estos ejemplos, aunque X no verifique las C.R.,
puede definirse la /(X, 6) como se ha hecho anteriormente. Sin embar-
g0, como iremos viendo a lo largo de este estudio, es solo cuando X
verifica las C.R. cuando en efecto la definicion dada se comporta como
una buena medida de informacion.

2.2. Aditividad y no negatividad

En los resultados de este apartado, a pesar de su gran interés, omi-
timos las demostraciones por ser en general sencillas de comprobar.

Teorema 1

I(X, 6) =0 con igualdad si y solo si p(x/0) es independiente de 6,
excepto a lo sumo en un conjunto de medida nula. (Ver Fourgeaud (5)).
Definicion 1

Como caso particular de la definicién 1 de 2.1., tenemos:
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2
a
X0 X20:81= Ery g | (5 0o, x010)) |

3 2
I[X5(x,); 0] =Ex, /g, x, 3(—6-5- In p(x2/6,x1)> 2

definimos ahora,

I[Xz/X1§9]=Exl/e I[X,(xy);0]=

) ' 0 ,
=/ p(x./0) / (—aé‘ lnp()c2/6,)61)>2 p(x,/0,x,)dx, dx, =
JI, J Ay

a 2
=f p(xl,xz/G)[—aé-lnp(xz/G,xl)] dx, dx,
Il XIZ

Teorema 2

En las condiciones de regularidad suficientes para que las diversas
cantidades de informacion puedan expresarse de la forma [1], se veri-
fica:

(X, X2);01=1(Xy;0) +1(X,/X,;0)

Generalizacion del teorema 2

En las condiciones de regularidad que permiten escribir las diversas
cantidades de informacion de la forma [1], V n > 1, se verifica:

(X .. Xp); 01= 1 Xn; 0] + [ Xy [ X5 0] + 0 +
+1[Xn-j/(Xn-j+1 e Xn); 01+ II(X, — Xn—j-l)/(Xn -ji Xn): 0]

Vi, 0<j<n-12
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El resultado se obtiene por induccion. teniendo en cuenta que para
J =0 no es mas que un caso particular del teorema 2.

Ejemplos en los que no se verifican las C.R.

(1) Sea X;:u(0,0)y X,(x,): ulx,, 2 0); entonces,

34+ 1In 16 3 !
1|<xl,xz>;el=—0;‘—’>—67=zlxl;01 +11X,/X,:0)

VO0EB=(0, + o)

(2) Sea X, u(0,8) y X5(x,) con p(x,/0, x,)=e ~*2 x, € (0, + o0);
entonces,

1 2 1
I(Xy, X,),0]=1 +?__07<1 +'§'2"=11X1;9] +1[X,/X,;0]

VOEO=(0,+ )

Luego en ¢l caso en que Ey depende de 6 puede darse la desigualdad
entre:

I[(Xy, X,): 0] y 1[X,;0] +1[X,/X,; 0]
en uno cualquiera de los dos sentidos. Esta igualdad, es una de las pro-
piedades que debe pedirse a una medida de informacién y que cuando
no se verifican las C.R. deja con esta definicion de ser cierta.

Teorema 3

Siempre se verifica /[X,/X,;0]>0 con igualdad si y solo si
p(x,/0, x,) es independiente de 6 casi seguro.
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Corolario
En las condiciones de regularidad exigidas en el teorema 2,

II(X,, X3); 01 =1[X,; 0] con igualdad si y solo si p(x,/6,x;) es inde-
pendiente de 6 casi seguro.

El resultado es inmediato de los teoremas 2 y 3.

Ejemplos en los que no se verifican las condiciones de regularidad C.R.
Sean:

1
Xltp(x1/0)=7 x; €(0,0)

Xy p(x,/0)=e?"*2 x, €(6, +)

v.a. independientes; entonces:

I 12
MX;01=—7> [X3:0]=1 y Il(X,, X3);0]=1 + 5~ 5

v.a. independientes. Luego:

Luego VO €0 = (0, +0) I[(X,,X,); 0] no es comparable a /| X,; 0]
nial[X,; 0]; para § € ® = (2, +0) por ejemplo tendriamos:

(X, X2); 01 >1[X;0] y II(X,, X,); 0] <I(X,,0)
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Vemos asi que en el caso de no verificarse las C.R. no se puede ase-
gurar nada sobre la relacion de I[(X,, X;); 0]y I(X,; ) ya que pueden
no ser comparables ¥V 8 € ©® y en caso de serlo alcanzar la desigualdad
en uno cualquiera de los sentidos.

Teorema 4

Si X, y X, son independientes, I[X,/X,;0]1=1[X,;0].

Observacion:
En particular, si X; =X, el teorema nos dird que una repeticion

independiente del mismo experimento es igual de informativa en media
que la original.

Corolario

Si X, y X, son independientes y se verifican las condiciones de re-
gularidad exigidas en el teorema 2,

I[(Xy, X3); 01=1(X,; 0) + 1(X,; 6)

El resultado es inmediato de los teoremas 2 y 4.

Ejemplos en los que no se verifican las C.R.

(1) Sean X, :u(0, 8) y X,:u(0, 20) independientes, entonces:

Xy, Xp); 0] = — > —— 4

02 92 02

=1[X,;0] +1[X,;0]
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(2) Sean:

1 .
Xl ER) p(xl/0)=—e-’ Xy 6(0’6)

Xﬁ bR p(x2/0)=e6-xz) x2 e(ev +°°)

independientes como vimos anteriormente (ejemplo 2 del teorema 2).

1 2 1
Xy, X5);01=1 + 25— <1+ 5 =11X,, 0] + 11 X5, 6]

Luego tampoco en el caso de experimentos independientes, cuando
no se verifican las C.R. podemos afirmar nada sobre la relacién entre
(X, X3); 0]y I[X,;0] +1[X,;0].

2.3. Combinaciones lineales convexas de informaciones
Definicion 1

Sean X;={X;; A;; Py;; 0 €0} i=1,2 dos experimentos sobre ©

de densidades p;(x;/0). Consideremos el nuevo experimento X =

=AAX;+(1-NMNX)={L, UXL;; A, UA,;Py; 6 €O} donde Py viene
definida por la densidad

Propiedad
Siempre se verifica:

IINX, (1 =N X5 0]=NI[X;0]+(1 —N)1[X,;0] VA, 0<A<

(facil de comprobar).
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2.4, Informacion en muestras de tamaiio n
Vamos a estudiar a continuacion la informacion de Fisher en mues-
tras de tamano 7. Sea ¢l experimento X = {X; A; Py; 0 € ©} de densidad

p(x/8). Consideramos el nuevo experimento X™ cuya probabilidad
vendrd descrita por la densidad p(x, ... x,/0) =1II}_ | p(x;/6).

Como caso particular de la definicién de informacién de Fisher:

2
I[X™,01=E (—a%— In p(x, ... xn/e)) =

. 2
n a n
=/ I px;/6) [—66 In .l'[l p(x,~/0)] dx, ... dxp
i=

In 1=1

Propiedad 1

2
11X 0l=nl(X;0)+2 (g) [E(—a-% In p(x/H))]

(facil de comprobar).

Propiedad 2

Si X verifica las C.R., entonces I|X"; 0]1=n I[X; 0].

En efecto, en las C.R. se vio en 2.1 que:
E (-2 1n p(x/0 )=o
( ag npx/0)

y por la propiedad 1, /(X™;0)=n I(X; 0).

Observacion: Este resultado puede obtenerse también como caso
particular del corolario del teorema 4 de 2.2.
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Propiedad 3

I1X™; 0] es una funcién no decreciente de n (se obtiene facilmente
de la propiedad 1).

Propiedad 4
En las C.R. del teorema 2 de 2.2 se verifica VA, O<A<I,
I X® (1 =N X, 9]1=1[X"; 9] siendo n=AK + (1 —\) m.

En efecto:

IAXP +(1 =N X™;0]1=A11x5;0] + (1 - N I[X™;0]=

=NKI[X; 0]+ —NmI[X;01=nlI[X;0]=1[X",; 0]

Ejemplo en el que no se verifican las C.R.

2
Sea X:u(0, 6); entonces /[ X; 6] =L y I[X"; 0] =2 vn> 1;
02 02

luego XM, 01#nllX;0] V=2
) . 1 1 1
ademads, tomando por ejemplo ?\=—2— k=2, m=4, n=-= 2+ 5 4=3
oo,y 22 14 1049 _, .0
1[2x< +5 X9 0] = oty g =g > 7 —IXi6]

luego en este ejemplo J{AX® + (1 — X) XU); 0] # I1[X™; 0]
Propiedad 5

Siempre se verifica I[A X® + (1 — X\) X', 9] = I[X"; 0] siendo n=
=Xk + (1 — A) m, (se obtiene ficilmente de la propiedad 1).
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Observacion: Hemos obtenido por tanto que la funcion I[X™; 0]
es una funcion convexa de n. Es interesante observar que por lo contra-
rio, con la informacién de Shannon, ésta funcion es coOncava (ver Lind-
ley (9)). Asi, en el caso en que no se verifican C.R. podemos obtener a
partir de aqui un ejemplo en el cual las informaciones de Shannon y
Fisher dan desigualdades contrarias.

Ejemplo en el que no se verifican las C.R.

Sea X:u(0, 6); © = (0, + o), Y=—;—X(2) +-;—X(4), z=Xx0.

Puede comprobarse facilmente que:

1°) 11Y;0]1>11Z,6] VOE®

2°) JIZ, p(8)]1 =J[Y; p(6)] V distribucion a priori p(6) sobre ©

3°) JIZ; py(0)] >J1Y; py(0)] tomando por ejemplo py(6):y(p) con

p=T.
2.5. Invariancia

Teorema 1

Sea X = {IR; B; Py, 6 €O} de densidad p(x/0); sea T una transfor-
macion de IR = IR monodtona estricta y derivable. Entonces I(X; )=
=I(T; 0). (Trivial).

Corolario

En particular, una translacion T=a X + b conserva la informacion
de Fisher: Ila X + b;0]=11X;0].
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Teorema 2
Sea X={IR; §; Py, 86 €O} y supongamos que T = T(X) es una trans-
formacion de IR = IR con derivada continua y distinta de cero salvo en
un conjunto de media nula; supongamos también que la familia
{Py,0 €O} es una familia completa de distribuciones. Entonces
p(x/6)=p(t/6) - H(x) implica:
I(T;0)=1X;0)

En efecto:
a 2
1X;0] =f p(x/0) [ﬁ In p(x/O)] dx =
X

. 2
= puto) o [—530— lnp(t/e)] X'(1) di = ()
por otro lado:

j p(t/6) dt =1

T

[ p(x/6) dx =j p(t/0) H(x(t)) x’(¢t) dt =1
JIX

T

luego:

fp(t/ﬂ) [1 - Hx(®) x'(1)] dt=0=J ng?) [1-Hx)x'] t'(x)dx
Jr X

y por.ser {P,, § € ®} completa

1 —H(x)x’

Hx) t'(x)=0
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c.s. y al ser £’(x) ¥ 0 c.s. se tiene H(x) x’=1 c.s., luego:

2
(*)=f p(t/())[%lnp(t/e)] dt=1[T;0]

Teorema 3

Sea X un experimento sobre § € Y =b,; X + b, un experimento so-

bre w=ua, § + a,; entonces /[ Y; w] =—!3-1[X; 0], (trivial).
a,

Corolario

Las translaciones en 8 y X dejan invariante la informacion de Fisher.

Teoremu 4

Sean los experimentos X, ..., X,; sobre (IR, ) y consideremos la
transformacion de IR” — IR”

Y, =Y, (X, ... Xn)

Yim=Yn(X,... Xp)
tal que la aplicacion:

Xn-m +1 Yl

Y

Xn Ym
es biyectiva y con derivadas parciales primeras continuas V X, ..., Xp_m.
Entonces I[(X, ... X;));01=1(X, ... Xpom Y1... Yn); 01]. (Trivial).
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2.6. Suficiencia

Teorema 1

Sea X = {X; A; Py, 6 €O} un experimento y supongamos que se ve-
rifican las condiciones de regularidad; concretamente, Fg independiente

de 0 y derivabilidad dos veces bajo el signo integral y sumatorio. Sea
{Eitiz1, 2, ...

una particibn de X por elementos del o-dlgebra A
Entonces,

2
IX;0]1= EPG(E) [8 lnPg(E):I

0
con igualdadsiy solosi Vi=1,2,...y Vx €F; P()zé ; es independien-
0

te de 6 c.s. En efecto:

2
IX;0]1= /p(x/(?)[a lnp(x/@)] dx =

’ 0
-—.sz p(x/0) [302 lnp(x/B)] dx =

= Z/ [ & 5 In p(x/@]p(x/ﬂ) dx
i) g a0

por otro lado:

2
Z Bo(Er) [a% In Py (E; )] == Z R (E) [ai)z In Py (E; )]

en efecto, derivando 2 Py (E;) = 1 respecto a ¢
1

Z 6 Pg(E)—O 2[8?9 lnP(E)]P(E,)
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volviendo a derivar respecto a 6.

d d ?
z [802 In P, (E)]P (E; )+Z [66 In P, (E)] “Po(Ei)=0

tomamos g;(x/0) =

p(x/0)

Pg(Ei)

x €E; es una densidad en E; teniendo en

cuenta el t° 1 y las condiciones C.R.

1

) 2
'“/ gi(x/0) [6_2 In gi(x/O)] dx =0
Ji a6

con = si y solo si g;(x/6) es independiente de 6 c.s., luego:

_[ px/6)
i, Po(ED)

con =siy solo si
Py

1

0’
[692 In p(x/60) — 302 In Py (E; )]dx 0

(E})

, (Eo) ,/E Pxi0)

0
con = si y solo si px/6)

By
demostrar:

*Z/ p(x/6)
i, Ei

con igualdad si y solo si

28

(E})

es independiente de 0 c.s., por lo tanto:

02
In p(x/0) dx = == 507

In P, (E;)

es independiente de 6 c.s. y como queriamos

02
802 lnp(x/O)dx Zi)Pe(E,) YE In P, (E})
p(x/0) . .
es independiente de 6 c.s.
Fy (E}) P



Teorema 2

Para todo estadistico T de la muestra X™ = (X, ... X,,) de X con
n>1 se verifica I[T; 0] <I[X"; 6] con igualdad si y solo si T es sufi-
ciente. Suponemos las C.R. suficientes para que las distintas cantidades

de informacion se puedan expresar de la forma (1) y que la aplicacién

x; > T(x;... xn) es biyectiva y con derivada primera continua V x,... x.
En efecto:

Por el Teorema 4 de 2.5 I[(X;... Xp):;0]=I(T X, ... X,);0]=

=][T; 0] +I[(X;... X,;,)/T;0] por el teorema 2 de 2.2. Ademds, por el
teorema 3 de 2.2.

(X, ... Xp)/T;601=20
con =siy solo si p(x, — x,/t, 0) es independiente de 6 c.s. Luego:
IIX™;01>1I[T; 0]

con =si y solo si T es suficiente c.q.d.
Teorema 3

Si T es suficiente siempre se verifica I(T;6) =[(X"; §). En efecto,
por el teorema 4 de 2.5.:

X", 01=I(T X, ... X,);0]=
= f p(t10) p(xcs ... Xnlt, 0) [3?,;- In p(1/0) +
Jr xn-1)
a 2
+—80_ In p(x, ... xp/t, 0)] dtdx, ... dx,

y como por ser ¢ suficiente p(x, ... x,/t, 8) es independiente de 6 c.s.
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. 2
=J p(t/B)[—%lnp(t/G)] dt=1[T;6]

T

Teorema 4

Supongamos que la muestra X' = (X, ... X,;) de X admite un esta-
distico suficiente R =R(X, ... X,) ysea T=T(X, ... X;;) otro estadisti-
co tal que V x,... x,_, la aplicacion (x,, q)—*(r_R(xl x")>es biyec-

Xn t=T(x, ... xp)
tiva y con derivadas parciales primeras continuas. Supongamos ademads
que se verifican las C.R. suficientes para que las distintas cantidades de
informacion que figuran a continuaciéon puedan expresarse de la forma
(1). Entonces I{[T/R; 6]1=0. En efecto, por el teorema 4 de 2.5

XD 01=II(R, T, Xy ... Xn_,);0]=
y por el teorema 2 de 2.2.:
=J[R; 0] +I[T/R; 0] + I[X"- V)R, T); 0]

Ademds, los teoremas 1 y 3 de 2.2, nos aseguran que estas cuatro
cantidades son no negativas. Por otro lado, por ser R suficiente,
I(R; 0)=1[X"; 0]; luego I[T/R; 0] =0, c.q.d.

Este teorema nos precisa la idea de que si se ha observado un esta-
distico suficiente R, la observacion de cualquier otro estadistico T no
aporta ninguna nueva informacién sobre 6.

Teorema 5

Sea X = {X; A; P,, 0 €0} un experimento, donde p(x/6) = dPy/dx
ysea T={y;B; Qp, 06 €O} un estadistico de X de densidad q(¢/6)=
=dQg/dt. Supongamos que tanto X como T verifican las C.R. Enton-
ces, I[X; 81 = 1[T; 6] con igualdad si y solo si T es suficiente.

En efecto, comenzamos demostrando que si X verifica las C.R,,
entonces:
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o [ )
VAEA 30 L p(x/6) dx = /A —(.Sé—p(x/e)dx

Por hipotesis:
S -
3 —— p(x/0)dx, luegod | — p(x/0)dx
Jx a0 J 4 a0

[ ottt as= g ol Lade=c)
JA JY

y cOmo:

-Z%-p(x/e) six€A

[—5%17()6/9)] 14 =-a% [p(x/0)14]1=
0 six & A

(*)=1 -(.% [p(x/0) 14]dx
JX

og(x, 0)

, ) og(x, 6)
Como demuestra Cramer (3), si a0 cs.enx y|—=—"

a0

< G(x) donde G(x) es integrable ¥, V 6 en un intervalo abierto (g, b),
entonces:

<

d [ * og(x, 0
-‘W.]Ig(x, 0)dF(x)=fI%—l dF(x) V(€ b)

En nuestro caso, tomando g(x, 0) =p(x/0)1, para cada A €EA:

og(x, 6) " 0g(x, 6) og(x, 6) oglx, 0)
3 %8 Y) 08X, v) . :
% C.s. pues 3./3{ 20 dx; ademds |— <% |t
' oIx G(x) integrable X, V § € © abierto de IR. Luego:
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"l d
/ [—a?fp(x/G)IA] dx=—&5— p(x/6)14dx VOEBO
Jx JY

es decir:

- 5 [
’ 3@—P(x/9)dx=ﬁ,-/ p(x/6) dx
JA4 J4

De aqui, como demuestra Rao (12) en 5a.4, resulta que /| X; 0] —
p'(x/6) q'(t/6)
px/0)  q(t/o)
1[X;01=1|T; 6] con igualdad si y solo si T es suficiente, c.q.d.

— I[T; 6] = 0 con igualdad si y solo si es decir

Observacion: El teorema 2 de 2.6. puede obtenerse ahora también
como caso particular de éste.

Corolario

En las condiciones de regularidad C.R., si T es un estadistico sufi-
ciente de X y g una transformacion monotona estricta y derivable de T,
entonces R = g(T) es también un estadistico suficiente de X.

En efecto, por el teorema 5 de 2.6. al ser T suficiente de x, I[T; 6] =
=][X; 0], por el teorema 1 de 2.5.,I[R; 8]=1|T; 0], luego por el teore-
ma de 2.6., al ser I[R; 8] =1I[X; 6], resulta que R = g(T(X)) es también
un estadistico suficiente de x.

2.7. Relacion entre la cantidad de informacion de Fisher y las teorias
de estimacion y tests estadisticos

La cantidad de informacion de Fisher aparece subyacente en muchos
resultados clasicos de la teoria de la estimacion y contraste de hipOte-
sis estadisticas.
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Ademis de caracterizar en ciertas condiciones de regularidad los
estadisticos suficientes (teorema 5 d e 2.6.), surge de modo natural en
la acotacidén de Crimer-Rao, estando de este modo intimamente liga-
da al concepto de cficiencia. Podriamos por tanto enunciar muchas de
las propiedades y teoremas cldsicos relacionados con los estadisticos
suficientes y eficientes en términos de la cantidad de informacion de
Fisher.

Ademads, debido al conocido resultado, que asegura en ciertas con-
diciones de regularidad la existencia de un estimador de mdxima verosi-
militud que se distribuye asintéticamente normal con media la media
poblacional y varianza el inverso de la informacion de Fisher resulta
que esta cantidad juega también un papel importante en la teoria y
métodos, tanto de estimacién puntual como de intervalos de confianza,
para muestras grandes.

En cuanto a la teoria de Tests de hipbtesis son conocidas en la li-
teratura estadistica, varios conceptos de la eficiencia asintotica relativa
de dos tests, asi como de sus relaciones con la informacién de Fisher
(ver Rao (11) y (12)). También la relacion entre eficiencia de un test e
informacién de Fisher ha sido estudiada con frecuencia en la teoria
de los tests desorden (Capon (1) y Duran (4)). De Groot (7) demuestra
también algunas relaciones fundamentales entre la eficiencia de un test
estadistico y la informacion de Fisher, asi como las relaciones entre la
eficiencia relativa asint6tica de Pitman y la eficiencia relativa asintoti-
ca de Fisher, definida esta Gltima como limite de cociente de informa-
ciones.

Esta intima relacidén de la cantidad de informacién de Fisher con la
estadistica cldsica, es una de las razones que nos inclinan a elegir esta
cantidad como punto de partida de un criterio para comparar experi-
mentos, ya que ademas, como hemos visto anteriormente, en ciertas
condiciones de regularidad, se comporta como una buena medida de
informacion.
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2.8. Generalizaciones de la informacion de Fisher
2.8.1. Informacion de Fisher en el caso discreto

En todo el desarrollo anterior hemos empleado experimentos de ti-
po continuo, y aunque los resultados alli obtenidos son igualmente vi-
lidos para el caso discreto, creemos conveniente hacer las siguientes
observaciones:

(I) En este caso nuestros experimentos seran del tipo X ={X; A;
Fy, 6 €©} donde O es un abierto de R, = {x,}, ¢ 5y v F, viene descri-
ta para cada 0 € © por las probabilidades p(x,/0), tales que:

px,/0)=0 VREN yv I px,/0)=1
nehN

Definimos la cantidad de informacion dada por X sobre 8 a la can-
tidad, si existe:

3 2 . 2
IX;0]=E —ﬁlnp(x/e) =n§1p(xn/6) [—%lnp(xn/e)]

(1I) Las C.R. aqui consideradas serdn:

a) Eg={x €¥/p(x/6)> 0} independientes de 6.

b) ;3 p(x/68) =1, derivable dos veces bajo el sumatorio.
n=1

Observamos que si el nimero de elementos de X es finito las C.R.
se reducen a a).

Bajo estas C.R. se sigue verificando que /[X; 8] = Var (360— In p(x/@)) =

02 )
——E( YE In p(x/6)).

Las propicdades principales de no negatividad y aditividad, siguen
siendo ciertas er condiciones andlogas a las consideradas en el caso
continuo.
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(I1I) El estudio de la informacidén en muestras de tamafo n para el
caso continuo, puede hacerse de modo totalmente andlogo en el discre-
to, si bien en este caso puede complicarse la notacion.

(IV) En cuanto al estudio de la invarianza y suficiencia, si bien la
mayoria de los resultados obtenidos en el caso continuo son trasladables

al discreto, conviene observar como se simplifican las cosas en este
caso.

La diferencia fundamental estriba en que al considerar un estadis-
tico T de un experimento X, podemos considerar la cantidad de infor-
macion de Fisher de la variable aleatoria bidimensional (X, T) sobre
0, ya que en este caso sigue siendo discreta mientras que en el caso con-
tinuo se concentraba a lo largo de la curva y = T(X) de modo que al no
ser su distribucidén continua ni discreta no estaba definida la informa-
cion de Fisher.

2.8.2. Generalizacion de la informacion de Fisher en el caso de no
verificarse las condiciones de regularidad

Una vez estudiada la medida de informacién de Fisher y viendo que
solo bajo ciertas condiciones de regularidad se comporta como tal,
seria conveniente dar una definicibn mds amplia de esta cantidad de
informacién de modo que conservando las propiedades principales en
el caso general coincidiera con la informacién de Fisher primeramente
definida en caso de verificarse las C.R. consideradas.

Un camino de interés en este sentido es el seguido por Vajda (13),
a partir del concepto de sensibilidad introducido por Rao (12), pero
cuyas condiciones de regularidad de partida no coinciden exactamente
con las aqui consideradas.

Otra generalizacion interesante de la cantidad de informacién de
Fisher es la debida a Losfeld (10), y que se aplica en particular al caso
de familias de probabilidad en las que Ey = {x/p(x/0) > 0} depende de
0; surge de las definiciones de informacion y divergencia de Kullback
generalizadas.
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También un camino légico en principio y que parece ajustarse bien
a las condiciones de regularidad aqui consideradas, es tomar por defi-
nicion como medida de informacién el denominador que aparece en la

desigualdad de Chapman (2), generalizacion clasica de la cota de Cramer
Rao.

Por altimo, otra idea tambien factible y cuyo estudio dejamos abier-
to, seria aproximar la cantidad de informacion de Fisher de un expe-
rimento X que no se comporte regularmente por las cantidades de in-
formacidén de una sucesion de experimentos regulares X,, tales que
X, convergieran a X de un modo conveniente.

2.8.3. Informacion de Fisher cuando la distribucion a priori es conocida

Vamos a considerar ahora la informacién de Fisher en un problema
bayesiano. Es decir, supongamos la existencia de una distribucion
I1(6) sobre un o-ilgebra de conjuntos F sobre ©. Trataremos concre-
tamente el caso en que la distribucidn H(0) viene descrita por la den-
sidad p(0).

En este caso seria natural definir la cantidad media de informacién
de Fisher dada por un experimento X sobre 0, cuando la distribucion
a priori es p(), como:

I[X;P(0)1=E91[X;9]=/ p(0)I[X;0]d6
Je

Todas las propiedades de no negatividad, aditividad, informacion en
muestras de tamafio n, invarianza y suficiencia, se obtienen inmediata-
mente para esta cantidad media de informacién a partir de las corres-

pondientes estudiadas para la informacion de Fisher, por ser la esperan-
za un operador lineal.
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3. Criterio de comparacidon de experimentos como maximizacion de
la cantidad de informacion de Fisher

3.1. Planteamiento

Una vez estudiadas las propiedades de la cantidad de informacion de
Fisher y visto su bien comportamiento en ciertas condiciones de regula-
ridad, asi como su fuerte relacion con la estadistica clasica, nos parece
una buena medida para dar a partir de ella un criterio de comparacion
de experimentos, ya que esta cantidad de informacion tiene ademds la
ventaja de venir definida exclusivamente a partir del experimento, com-
parando asi éstos, de una manera absoluta y no en funciéon de los térmi-
nos concretos del problema de partida.

Nos vamos a limitar en este estudio al caso de experimentos que
verifican las C.R. y cuyas probabilidades vienen descritas por densida-
des. Para el caso discreto, teniendo en cuenta el apartado 2.8.1. podriu
hacerse de modo anédlogo. También, en el caso de no verificarse las C.R.,
pueden definirse criterios de comparacién analogos a partir de cualquie-
ra de las definiciones de informaciéon de Fisher generalizada 2.8.2. Por
altimo, si existen probabilidades a priori seria l6gico definir un crite-
rio, mas débil que el aqui considerado, a partir de la informacién me-
dia definida en 2.8.3., obteniendo asi un preorden completo.

Como hemos senalado sucesivas veces lo anterior solo tiene sentido
para © un abierto de IR. En el caso de ser @ = {6, ... 6} finito, podria
definirse a partir de la desigualdad de Chapman (2) y por ser ésta vilida
para cualquier ® C IR, una medida de informacién andloga a la de Fishe
del siguiente modo:

.| px/8;) — p(x/t9,-):|2 .
I[X;0;]= - 6;)d =1 ..
6 6] ﬂﬂlg.ln[(ef—ﬁi)p(x/ei) pix/Bp dx Vi N

donde el minimo se extiende a todos los 6; €O, 6; #0; tales que
Egj- C Ey;. A partir del estudio de sus propiedades podria definirse un
criterio de comparacion andlogo al aqui considerado, cuyas relaciones

con otros criterios, y en particular con el de Blackwell podrian ser de
interés.
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Del mismo modo para cualquier ® C IR podriamos definir a partir
de la cota de Chapman una cantidad de informacién y el criterio de
comparacion correspondiente.

El caso 6 = (8, ... 0;) podria ser tratado a partir de las matrices de
informacion de Fisher (ver por ejemplo Rao (12), Fourgeaud (5)) con-
siderando C.R. andlogas.

Asi, bastaria para cada uno de estos casos hacer un estudio detalla-
do de sus propiedades y a partir de ellas ver el comportamiento del
criterio de comparacion correspondiente.

A continuacién nos limitaremos, como hemos sefialado antes, al
caso de experimentos que verifican las C.R. y cuyas probabilidades vie-
nen descritas por densidades, por ser el caso para el cual ha sido estudia-
do con mas detalle la medida de informacién definida.

Definicion

Dados los experimentos X={X;A;Ps,0 €O} ¢ Y= {y,;8;Qo,
0 € ®} sobre el mismo O, diremos que X es mds informativo que
Y(X=F Y)sil[X;0]=1[Y;0]6 €6.

F F F
Diremosque X ~YsiysolosiX=YeY = X.

3.2. Propiedades

F
I — Para todo experimento X, X = N donde N= {y;$; Q} es el ex-

perimento nulo es decir, aquel en que Q no depende de 6 (consecuen -
cia del teorema 1 de 2.2.).

F
II — La relacién = es un preorden parcial.
En general dados dos experimentos X e Y sobre © puede que ni

F . F i

X=2Y ni Y =X, aunque a veces podriamos conformarnos con com-
parar las cantidades de informacion V § €©® C©, de modo que ©’
fuera elegido convenientemente.
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F F
Il - (X,X;) = X, con ~ siy solo si p(x,/x,, 0) es independiente
de 0 c.s. (consecuencia inmediata del corolario del teorema 3 de 2.2.).

IV - X"+ > X" vy >1 (consecuencia inmediata de la propie-
dad 3 de 2.4.).

V — Si X,, X; vy X; son tres experimentos sobre el mismo © y X3 es
: F F
independiente de ambos X, y X,, entonces X, =2 X, = (X, X3) =2 (X, X3).

En efecto, por el corolario del teorema 4 de 2.2. y las hipdtesis:

(X1 X3);0]1=11X; 0] +1[X3;0] = 1[X5;0] + 11 X3;0]=
=1[(X,X3);0]

VI — Si Xy, X3, X3 ¥y X4 son cuatro experimentos sobre el mismo
F F
O tales que X, = X,, X3 2 X4, X, es independiente de X3 y X, de X,,
F
entonces (X; X3) 2 (X, X,).

En efecto, por el corolario del teorema 4 de 2.2. y las hipotesis:

II(X1X3); 0]1=1[X,; 0] +11X5;,0] > 1[X,; 0] +1[X4;0]=
=1[(X; X4); 0]

VI — Sea X={X; A; Py, 0 €O} un experimento donde Py, § €O,
viene descrito por la densidad p(x/0). Sea {Ei}ie N una particion de
¥ por elementos del g-dlgebra A. Consideremos el nuevo experimento
Y=1{y,; B8, Q9,0 €O} donde y = {E;}; c v, B es la 0-dlgebra engendrada

F
por los E; y Qp es tal que Qy(E;) = Py(E;). Entonces X = Y (inmedia-
to del teorema 1 de 2.6. y del apartado 2.8.1.).
VIII — Para todo estadistico 7= T(X™) de la muestra de tamaiio n,
F F
X™ =T con ~ si y solo si T es un estadistico suficiente (inmediato del
teorema S de 2.6.).

IX — Sean S y T dos estadisticas suficientes de X" e Y™ res
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. F . o E .
pectivamente, entonces X = Y si y solo si S = T (consecuencia de
p
VIl y ser = transitiva).
X —Sea X={IR;B,F,0 €0}, si T es una transformaciéon de

. . F .
R = R monoétona estricta y derivable, entonces X ~ T (consecuencia
inmediata del teorema 1 de 2.5.).

XI — Sean X, ... X, experimentos sobre (IR, §), y consideremos una
Y, =Y, (X, ... X,)

transformacion de IR" - R™ . ) tal que la aplicacion

Y =YXy ... Xn)
X)l—)71+l Yl

- | . |es biyectiva y con derivadas parciales primeras con-
Xn Ym
tinuas Vx,..X,_m. Entonces (X; .. Xp)~X ... Xy_m Yi... Ym)
(inmediato del teorema 4 de 2.5.).

3.3. Relaciones entre los criterios de suficiencia y de Fisher

Teorema 1

Sean X e Y dos experimentos sobre el mismo ©. Si X es preferido
a Y con el criterio de suficiencia de Lhemann [ver G* Carrasco (6)]

.
entonces X =2 Y.

£h
En efecto, X 2 Y= una v.a. U independiente de X y una funcion
h medible tal que H=h(X, U) tiene la misma distribucion que
YV EO.

Ademads se demostrd en el teorema 1 de 1.1. del articulo antes cita-
do que P,(H/6, X = x) es independiente de 0.
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Por otro lado, por el corolario del teorema 3 de 2.2., I[[(X H); ¢ ]| =
>1[X; 6] con igualdad si y solo si p(h/6, x) es independiente de 6 c.s.
Luego:

IIY;01=1H; 0] <I[(XH);6]=1[X;0] VOEO

Teorema 2

Sean X={X; A; P, 0 €O} e Y={y;B; Qp, 0 €O} dos experimen-
tos sobre ©, tales que {F;}, c ¢ es una familia completa de distribucio-
nes. Entonces, si X es suficiente para Y [ver G* Carrasco (6)], X es pre-
ferido a Y con el criterio de Fisher.

En efecto, en estas hipdtesis se demostrd en el teorema 2 de 2.3.
del articulo antes citado que Py{(x y)/p(y/x,0) depende de 6} =0
V 0 € 0, luego, por el corolario del teorema 3 de 2.2.,

Y, 0]<I(X Y);0]1=1[X;0]
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