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LAS f*-DIVERGENCIAS COMO CRITERIO BAYESIANO
DE COMPARACION DE EXPERIMENTOS

J.A. PARDO (*), M.L. MENENDEZ (**) & L. PARDO (**¥)

ABSTRACT

In this paper a bayesian criterion for comparing different experiments based
on the mazimization of the f*-Divergence, is proposed and studied. After a gen-
eral setting of the criterion, we prove that this criterion verifies the main proper-

ties that a criterion for comparing ezperiment must satisfy.

1. Introduction.

Sea (X, Ay, Ps)sco, el espacio estadistico asociado a alglin experimento aleatorio X y
denotemos por f(z/8) la funcién de densidad de Py respecto de una medida conveniente
1. Supondremos que el valor del pardmetro 6 es el resultado de una variable aleatoria y
(0, Be, Q)geq- es el espacio de probahilidad asociado a tal variable aleatoria. Denotaremos
por p(6) la densidad de @ respecto de una medida A sobre (©,8¢) y por ©*, el conjunto
de las distribuciones a priori sobre ©. Supondremos que © y x son subconjuntos de un

l espacio euclideo k-dimensional y fg, 3\ las o-dlgebras de Borel. Finalmente, denotaremos
por g(z,0) la densidad conjunta de la variable aleatoria (X, ©) sobre el espacio medible
(x X ©,0(By x Bo)), por p(8/x) la distribucién a posteriori de 8 observado z y f(z) la
distribucién predictiva o marginal de X.

Una vez establecido el esquema bayesiano en el que nos vamos a mover a lo largo
del presente trabajo, pasamos a dar la definicién de f*-divergencia que nos permitira

cuantificar la informacién que un experimento proporciona o proporcionard acerca de un
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pardmetro desconocido. La definicién que aqui se presenta es una adaptacién dada por
Morales, Pardo y Quesada (1985) al contexto bayesiano de la dada por Csiszar (1976), (en

un contexto no bayesiano) para dos distribuciones cualesquiera.

Definicién 1. La cantidad de informacién acerca del valor de 6 proporcionada por el valor

observado z y cuantificada en términos de la f*-Divergencia viene dada por

Dy (p(6/x),p(9)) = /op(e)f*(P(e/fv)/P(G)) dA(6) (1)

donde f* es una funcién convexa definida en (0, 4+00), verificando:
i) f7(0) = lim f*(w). ii) Of*(0/0) =0.
i) Of*(a/0) = (EI;]+ ef'z(ale)=a uli_rrgof*(u)/u.

Conviene hacer notar que mientras que i), ii) y iii) se imponen para evitar expresiones
sin sentido, la convenxidad serd esencial a lo largo del trabajo debido a que la mayoria de
las desigualdades que aparecen en las demostraciones posteriores se basan en la utilizacién
de la desigualdad de Jensen. La convexidad estricta de f* serd una condicién necesaria
para alcanzar determinadas igualdades.

Obsérvese que si se toma f*(z) como -log x, -xlog x, (1 — z'/?)?, z(1 — 1/z)® y
z|1—1/z|* se obtienen las adaptaciones al contexto bayesiano de las medidas de Kullback-
Leiber, Kullback-Leiber modificada, distancia de Matusita, medida de Kagan y medida de
Vajda de grado o respectivamente. Estas medidas han tenido y siguen teniendo un gran
interés, tanto tedrico como practico, dentro de la Teoria de la Informacidn; en este sentido
los resultados que se obtienen en este trabajo ponen de manifiesto, de forma conjunta, que
estas medidas tienen un buen comportamiento a la vhora. de comparar experimentos en un
contexto bayesiano.

Antes de observar la realizacién muestral z, la informacién que se espera obtener por

la observacién del experimento X, viene dada por:
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Definicién 2. La cantidad de informacién, acerca de 6, que se espera obtener por la
realizacién del experimento X viene dada, supuesto que exista, por
Dy [X,p(0)] = Ex [Dy- [p(8/), p(0)] =
= [ L[ porrwieraso) o) 5ta) duato) -
[¢)

= [ L[ ruermisense aue] s oo =

que en lo sucesivo se denominaréd f*-Divergencia esperada acerca de 6.

2. Las f*-divergencias y la comparacién de experimento.

En caso de que el estadistico tenga a su alcance distintas variables observables, es decir,
diversos experimentos, y tenga la necesidad de elegir entre ellos se planteara légicamente
”Cual de ellos elegir”. El primero que se pla.nt(gé el problema de la comparacién de ex-
perimentos fue Blackwell (1951) quien introdujo la nocién de experimento suficiente, asi
como la de experimento mds informativo estudiando la relacién entre ambos conceptos.
Lehmann (1959) estableci6 una comparacién de experimentos aplicable a los problemas de
test de hipdtesis. Finalmente cabe destacar en esta linea de dar métodos para comparar
experimentos los trabajos de De Groot (1960, 1962, 1966), Raiffa and Schlaifer (1961), Le
Cam (1964), Lindley (1956, 1968), Garcia-Carrasco (1978, 1982).

En este apartado se analizard como la maximizacién de la f*-divergencia, cumple
las propiedades mds importantes, a nuestro juicio, que debe verificar un criterio de com

paracién de experimentos.

Definicién 3. Sean X; = (x1,4\,, f(71/6))scer X2 = (X2, Bx,> f(z2/6))sco dos exper-
imentos aleatorios. Se dice que el experimento X; es preferido al experimento X, segin

el criterio de la f*-divergencia, y respecto a la distribucién a priori p(8) si y sélo si

Dy« [X1,p(8)] 2 Dy [X2,p(6)] (1)
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(lo denotaremos por X; > X3). Diremos que X; es indiferente a X, respecto a la dis-
tribucién a priori p(6) siy sélo si X7 > X, y X3 > X;.

Es sencillo establecer que la relacién > es un preorden completo. En caso de que en
la definicién anterior no estuviese fija p(#) se tendria un criterio no bayesiano ya que no
tendria en cuenta el particular conocimiento que se tiene acerca de 6. Es sencillo comprobar
que en este caso la relacién > es un preorden parcial.

Los resultados siguientes muestran las propiedades del criterio de comparacién entre

experimentos dado en la definicién 3. Comencemos dando la siguiente definicién.

Definicién 4. Se dice que el experimento N = (N, Bar, P) es un experimento nulo si P

no depende de 6.

Teorema 1. Dado cualquier experimento X = (x, By, f(z/6)sce, se verifica que x > N,
V p(8) € ©*. En caso de que f* sea estrictamente convexa, se de la igualdad si y sélo si

f(2/0) es independiente de 8 c.s. p.

Demostracidn.

Al ser,

= [ g | [ #2046 /)1p(0) x®)] dis(o)
= [ s [ [ sy dA<e>] din(n) =
= [ [ rawersm a@] duew = ra

-

se probard que Dy. [X,p(f)] > f*(1), Vp(f) € ©*. En efecto, consideremos la variable

aleatoria ng(a) = p(6/x)/p(6), 8 fijo, con funcién de densidad f(z) y la funcién f* : Rt —

R convexa, se tiene entonces

Ex(nslx)) = / (6/2)/p(0))f(x) dps(z) =
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y
¥ [Ex(ne(2))] = f*(1).
Ademads,
fr(ne(2)) = f*(p(6/2)/p(6))

y

Ex [ tno(e))] = [ £(0(6/2)/5(0)) (a) diu(@)

X
Por la desigualdad de Jensen se tiene que
Ex [f*(ne(x))] > f*[Ex(ne(z))]  VO€O,
luego
/f*(p(G/;r)/p(()))f(;r) dyy(x) > £7(1) V6 € O, (2)

X

es decir

/ (6)F* (p(6/2)/p(O))F(x) dyur(2) > F*(Lp(6) VO €O
X

e integrando a lo largo de ©

/ [ [ 5O w6 //546)) ax0)] 1(@) dia(2) > 7(1)

con lo cual

Dy [X,p(6)] 2 f*(1) Vp(6) € ©F

Si f* es estrictamente convexa se dard la igualdad si y sélo si P(n¢(x) = Ex(ne(z))) =
1 c.s. p1; es decir, si y sélo si, p(6/a) = p(#) c.s. 1 o lo que es lo mismo si y sélo si f(z/8)
es independiente de 8 c.s. ;.

Asi pues, como era de esperar, cualquier experimento cuyos resultados dependen del
parametro desconocido, proporciona méas informacién acerca de éste que otro cuyos resul-

tados no dependen del parametro de interés.
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Definicién 5. Sean X; = (x1,8y,, f(z1/9))sco ¥ X2 = (x2:Bx,, f(22/8))sco dos exper-
imentos asociados al mismo problema estadistico. Se denomina experimento compuesto
o experimento suma al experimento X; X X; = (x1 X X2, Bxyxx2»> f(%1,22/0))sco en el
que fy, es la o-algebra inducida a partir de B, xy, sobre x1 por la proyeccién de indice 7
(:=1,2) y f(z1/6) es la densidad sobre By, inducida a partir de f(z1,z2/6).

Una vez vista esta definicién vamos a establecer un resultado que indica que, el ex-
perimento compuesto proporciona mas informacién acerca de 8 que cualquiera de los ex-

perimentos marginales.

Teorema 2. X; x Xy > Xy, Vp(0) € ©*. Ademds, en el caso de que f* sea estrictamente

convexa, se da la igualdad si y sélo si f(z2/71,0) es independiente de 6 p, c.s.

Demaostracidn.
Consideremos la variable aleatoria g4, (22) = p(8/z1,22)/p(6) con § € O y z; € x1
fijos y funcién de densidad f(xa2/2;). Sea f* : RY — R una funcién convexa, se tiene

entonces:

E(ng,z,(22)) = / (p(8/x1,22)/p())f(22/21) dpa(z2) = p(8/21)/p(8)

v
y

F7E (o2, (22))] = f*(p(8/21)/p(6)).
Ademés,,

I o, (22)] = f*(p(8/ 21, 22)/p(6))
y

E[f* (m6.r,(22))] =/ Fr(p(8/21,22)/p(0))f(x2/z1) dpa(z2)
\

2

Por la desigualdad de Jensen se tiene:

E[f*(oxi(x2))] 2 f[E(Mox (72))]  VOEO y Vai€xa,
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luego

/ FAp(O)21.22)/p(6))f (22 )1) dpialz2) > FH(plB]71)/p(6))
X

2

multiplicando por f(x;), integrando en y; y multiplicando por p(f) e integrando en © se

tiene:

/ / (/G)J’”)-f*(f’("/ ~"1~”‘2>/P<9)>dk<0)] Far,22)dpa(es) dpn(ay) >
X1 Y X2
- /\ </e”(9)f “(p(6/x1)/p(8) dAw)) Fer) ds(21)

es decir,

Dy (X1 x X3:p(8)) > Dy- (X15p(6)) Vp(6) € ©F

Si f* es estrictamente convexa se dard la igualdad si y sdlo si V6 Vz;, se tiene
Ex, (Mg, (x2)) = p(8/x2) c.5. pa. Es decir siy sdlo si p(6/x1,22) = p(0/x2) c.s. poa.

Ahora bien como

f(-T?,/'TlvG)
flar.ag)

fa1.6) ¥ P<9/"’1)=%

p(0/ay,a0) =

la igualdad se dard si y solo si f(wa/21.8) = f(xa/21) c.5. po.
Asi pues dada una muestra aleatoria simple de tamano n (experimento compuesto aso-
ciado a n  experimentos independientes e  idénticamente  distribuidos),

XM = Xx M xX, se establece, de forma andloga a la demostracién desarrollada en

el teorema anterior, que
X > xt=1 yph)e 8 VYneN.

Es decir, cuanto mas experimentos se observen mayor informacion se tendrd acerca
de 6.

El siguiente resultado relaciona la informacién proporcionada por una muestra aleato-

n

ria simple de tamafno n, X" = Xx »). xX, con la proporcionada por un estadistico,

T=(x",Bw,Ps— (R*. B(R*), PF). de la muestra.
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Teorema 3.

XMW >T  vp(d) € O

Ademss en el caso en que f* sea estrictamente convexa, se da la igualdad si y solo si T es

suficiente para 6.

Demostracién.
Designemos por f(t/6) la densidad de Ty por K1 = (I{7(t)), la particién determinada
por T en X" siendo Kp(t) = {x/T(x) = t} t €Im(T) = Y. Consideremos § € O y

t €elmm(T), fijos, y se define la variable aleatoria

[4 R
m,e<m1,...,mn)=’%—)

con funcién de densidad f(xy,...,2,/t). Sea f* : Rt — R una funcién convexa, se tiene

que
0/xy,... Ty
Bonater.eocora) = [ BT o) s 2n) =
_pT8/)
~p(6)
T(8
f (E(?], glay, ,l,,)))— f»s (pp((e/)t))
Ademas,
i 0/x1,...,2n
Fpeler,....an)) = f* (M;T’(Eﬁ_))
6/x1,...,2n
B notonceonl = [ (P2 o) o

A través de la desigualdad de Jensen se llega a que

E [f* (711,0(:"15 ceey Ty ))] Z f* [E(m,o(ﬁ, L 7xn))] Vg» Vt7
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luego

L (PB]21,. . 2,)
o) [ 57 (PO fan o wf) duten, ) 2

T
> F(Op(O)f* (’%%”) ()

e integrando en Y se tiene

/( )p(B)f* (M> F(@r, o xn) dp(zy, o yzp) >
x’l

p(8)
pT(8/1)

0 *
Rl ( p(6)

) £(t) du(t)v8 € © (5)

e integrando en O se'tiene

/( ) [/ep(o)f* (7’—(0—/7;(9)—1—)) dA(o)] F(x1, o za)dp(zr, ... 20) >
:\ n

. (PT(8/) :
Z/Y [/@1)(9)}‘ ( o0) >(1A(6)> F(t) du(t)

Dy (X;p(6)) = Dy (T;p(6)) Vp(6) € ©°

es decir,

Si f* es estrictamente convexa se dard la igualdad si y sdlo si p(ny,e(z1,...,2,) =
pT(6/t)) = 1 Y(x1,...,2,) € Kr(t). Es decir, si pT(8/t) = p(8/z1,...,25)
Y(z1,... &) € Kp(t) jt c.s. 0 lo que es lo mismo si T es suficiente para 6.

Asi pues, este teorema recoge el resultado intuitivo de que cualquier muestra es mds
informativa que cualquier funcién medible de la misma, salvo que el estadistico sea sufi-

ciente.

Teorema 4. Sea X un experimento cuyo espacio estadistico asociado es
(R,B(R), f(z/8))sco y sea g una funcién medible estrictamente monétona de R en R.

Entonces X es indiferente a g( X).

Demostracidn.
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La funcién medible g induce en R una medida de probabilidad Pj(A) = Ps(g~*(4))
(siendo Py la medida de probabilidad asociada a f(z/8) dando lugar al espacio estadistico
(R, B(R), P})eco. Designaremos por h9(y/6) la funcién de densidad de P, respecto de

una medida conveniente ji,. Evidentemente,

R (y/6) = flg™ )/ (67 ())'], P'(y) =p(8/97"(y))

y
B(y) = /e 19y 0)(6( dA(B) = F(g™ (w)I(a~ (v))'
Por tanto,
. (P°(8]y) _
Jown | [ worr (P axe)] dut) -
-1

- /R [ /@ (™ )lg™ () IO (%@) dA(o)] dpig ()

es decir,

X ~g(X)

El siguiente resultado establece que al efectuar una particién en el espacio muestral y
agrupar en uno todos los elementos de cada clase, se pierde, por lo general, informacién,

salvo en el caso en el que,

p(@/x)=p(8/E1) c.s. VieEN y Vz € Ey

Teorema 5. Sea X un experimento con espacio estadistico asociado (X1, By, , f(z1/6))sco
y sea (Ej)ien una particiéon medible de y;. Consideremos el nuevo experimento X, =
(X2, By,.Qg), donde \, = (E; / ¢ € N), 3, es la o-dlgebra engendrada por las {E; }ien
vy Qg es tal que Qg(E,) = Py(E,). Entonces X; > X,. Ademas si f* es estrictamente

convexa se da la igualdad si y solo si p(6/a) = p(6/E1) p1 cs. Vie Ny z € Ey.
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Demostracién.

Por una parte

Dy a0 = [ 20)] / fas (B (o) axo)

) P(G/Ex) _
Dy o) = 3= PUE) [ o (B2 ane)

[ » e)[ S PEs (p"((EEl)))} axe)

y aplicando un resultado de Csiszar (1976), se tiene:

e (F10) Jy, Fa/Om ()]
[ s (52 )= [ swmeos [_—IE L T)}

Pf(r/e)(El)]
Py (Er)

por otra,

= Pr(B0f* |

Sumando los resultados correspondientes a todos los indes ¢, se llega a

frf (L3802 3 P B [t

x1 f(x) = Py(2)(E1)

luego,
. f(a'/9)> (Pﬂz/e)(E]))
6 2 dp 0)S " Py (E e L7 St £
w0 [ st (L5820 o) = DITECNMEE iy

y si integramos sobre O se sigue que

Lo ([ s (5 ) amio ) axe) >

o ( Prz/0(E1) _
> [ p(o)(Zme(Enf (e ))dxe)—

1EN

/ ( %:VP(E,)J‘ <PI(3](EE{?)>> dA(9)

es decir
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Ademés se da la igualdad si para cada ¢

f(2/6) _ Presor(E1)
fle) Pi(z)(Er)

es decir, se da la igualdad si para 7 € N,
p(8/x) =p(6/E;) Vz € E; pc.s.

Senalemos finalmente el papel relevante que juega en los resultados establecidos el
hecho de que f* sea estrictamente convexa ya que sin esta condicién no podrian estable-
cerse resultados relevantes como el relacionado con la informacién proporcionada por una
muestra y un estadistico suficiente de ella, entre otros.

Un punto interesantes, que se deja para trabajos posteriores, es el de analizar la

relacién de este criterio con los de Lhemann, Blackwell y De Groot.
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