Stochastica XII-2,3 (1988), 207-219

DESIGUALDADES DE GORNY-CARTAN EN ESPACIOS NORMADOS

P. GUIJARRO

ABSTRACT

This work deals with the study of the bounds of the asymptotic expansions
of complez functions in a normed space. Some inequalities are obtained similar
to the Gorny-Cartdn for the bounds of asymptotic ezpansions in an angle of the

complez space.

Introduccién.
La obtencién de acotaciones éptimas para todos los desarrollos asintéticos de funciones

complejas definidas en conjuntos del plano complejo es un problema que contintia abierto.

En (4) R. San Juan obtuvo cotas para los desarrollos asintéticos en un semiplano. y
en el plano cortado por el semieje real negativo, que sin ser éptimos, si son analogas a las
obtenidas casi simultdneamente por A. Gorny (2) y H. Cartdn (3) para las cotas de los
valores absolutos de una funcién y sus derivadas sucesivas en el semieje positivo o en todo
el eje real. En (5) R. San Juan mejora las cotas obtenidas en (4)-y da la generalizacién

para las cotas de los desarrollos asintéticos en un édngulo.

Basindonos en todos estos trabajos nos hemos planteado el problema de obtener
también cotas para los desarrollos asintéticos en espacios normados. Los resultados que
conseguimos en (3) son ahora mejorados a partir de ciertas acotaciones para polinomios

complejos definidos en un espacio normado que aqui demostramos.
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Notacién:

Sea E un espacio normado complejo y 1 un elemento no nulo del dual topoldgico de

E. Si

U={2€E, z#0, Rei(z)>0}

Se consideran los subconjuntos

Uy ={z€U, Rey(z)=0},

Ui ={zeU, Rey(z)>0},

A={\eT, Rel>0}

denotamos por

Ao={ €A, A#0, Rer=0}

A ={A€A, Rel>0}

Finalmente para cada j = 0,1,2,..., P(?E,C) representara el espacio de los poli-

nomios j-homogéneos y continuos de E en C.

Definicién 1. Diremos que una aplicacién f de U en € posee desarrollo asintético en U,

si existe una serie entera de E en €, en z =0,
> 4j(z), 4;ePCEL), j=0,1,2,...
Jj=0
tal que
72) = 3. Ajz)
lim =0

= =0,1,2,...
z—‘o ”z”n 0’ n b ) b b
2€eU
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* 2 - s
Esta serie ) A;(z), si existe, es tinica y recibe el nombre de desarrollo asintético de

=0

fenel cohjunto U y lo denotaremos por

f(z) =) As(2)

=0

X .
Definicién 2. Si f(z) ~ > Aj(z), diremos que una sucesién {m!,} de ntimeros reales no
=0

j=

negativos es un sistema de cotdas de’f en un subconjunto V de U si

En particular, si

sup | f(2)| < my
zeV

f(z) - 'fZ_Zl Aj(2)
Jj=0 '
sup <m

A

mo = sup |f(2)] < oo
z€V

f(z) - n_il flj(z)l
J=0
my, = sup

sup BE <oo n=12,...,

la sucesién {m,} recibe el nombre de sistema de cotas minimas de f en el conjunto V.

Proposicién 3. Si f es una aplicacién de U en C, no constante, que verifica las siguientes

propiedades:

i) fz) > 3 Aj(2)
=0

ii) La sucesién {mx,} es un sistema de cotas minimas de f en U.

Entonces, m, >0,n=0,1,2,....

Demostracidn. Si mg = 0, entonces f(z) = 0 para todo z € U y f seria constante en U en

contra de i). Por otro lado, si m, = 0 para algiin n € Z, n > 1, entonces

n—1

f@) =Y 4j(z), zeU

=0
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y f serfa la restriccién a U de un polinomio continuo de grado m < n —1, y como f es no
constante en U, m > 0.
Fijemos z € U; si A € Ry A > 0, entonces Re[¥(\z)] =Re[A¥(2)] = ARe[¥(z)] > 0,

por lo que Az € U; y si 0 £ k < m, como

f00)- %, Aj(xz)| lg A;0)

mg >- =
y [|A=]|% [l Az]|*
Ar(2) An-1(2)
ik T + 20
=[x n—1—k
A I=TF

formando limites cuando X — oo, se obtiene m; = co en contra de ii).

Para la prueba de la préxima proposicién haremos uso de la siguiente propiedad de

los elementos de E:
Lema 4. Para cada z € U, existe un 8 € [—7/2, /2], tal que e'?¥(2) > 0. Ademis

z\e"ze{Ul siA€ 4
[I=l| Up side A

y del siguiente resultado dado en (5).

Lema 5. Si f()\) es una funcién holomorfa en A;, continua en A y tal que

= kel _

A—ro0 |’\|
AEA,

FO) <p+glAl*, A€A4y,p>0,¢>0,h>0

entonces

IS A +a)*(p+ga™A), reA

cualquiera que sea la constante a > 0.
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Proposicién 6. Sea f una aplicacién continua de U en C, holomorfa en U; y que verifica

las siguientes propiedades

fim log | f(2)| <0 *
||z} —o0 (]
2€U;

IfI<p+dlzll", 2€Uo **

D,q y h constantes, ma&ores que cero. Entonces
f@I < +a)*(p+ga|z|*), z€U

cualquiera que sea la constante a > 0.

Demostracion. Para cada z € U, consideremos el elemento 6 de [—7/2, 7 /2] que verifica la
tesis del lema 4, y sea f, : A — C definida por

=1 (357):

Esta aplicacién verifica las siguientes propiedades:

1) f, es holomorfa en A; y continua en A.

2) fim log | f-(A)] <0
A—oo Al
AEA,

3) |£f:(N)] < p+ q|A]?, para todo A € Ay.
En efecto, la propiedad 1) es inmediata por ser f continua en U y holomorfa en Uy, y

2) y 3) resultan de (*) y (**) respectivamente ya que

log | f (-/\—e—‘zz)
i loslf(N _ — .-Ilz” < T loelf@l_g
e W e (2, telisco[I<I
' z
ll=l €
y si A € A,
h

Aei?
N =|fT= = AR
o= (35°) p+alA

,\eio
< —_—
-p+4“wz
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Por tanto, f, verifica las hip6tesis del Lema 5 y en consecuencia
If:) <A +a)*(p+ga™AP), reA
cualquiera que sea la constante a > 0. En particular para A = ||z]le™* € A

= (nnﬂ)

= (1 +a)*(p+aa™ 2|

= |f:(lzlle™)] < (1 + )" (p+ ga™ [||zlle™|") =

Proposicién 7. Si P(z) es un polinomio continuo de E en C, de grado < n, que verifica

[P()l <p+dglzll®,  2€Uo
donde p y ¢ son constantes mayores que cero, entonces
IP(z)| < (1+a)"(p+qa™"[2|"), z€E

cualquiera que sea la constante a > 0.

Demostracién. Si

P(z)=Y_ Aj(z), A;€PE,C) j=0,1,2,...,n

Jj=0

entonces

log |P(z)| =log |} A;(=)| < log | lI4;ll-l|z]l")| <
i=0

Jj=0
N . n . ZlIntl — 1
< log(max(ol -, |Anl) 3 Iell) = & + og 22
=0
donde H = log(|| 4o, - -, ||Ax||); por tanto

- . n+l __ _ —
im 08Pl o = H +log(|lz]] 1) —log(llzll = 1) _

ll—oo N2l 7 jzl—oo (1]
zel; z€Uy

1)
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y como por hipétesis

|P(z) <p+dlzll”, z€Uo
aplicando la Proposicién 6
PG < (L+a)(p+aa™lo|™), €U @)

cualquiera que sea la constante a > 0.

Veamos que también es cierto para los elementos que no estdn en U. Para ello con-
sideremos el polinomio Py(z) = P(—z). Como para cada z € Uy, —z € Uy, aplicando
(1

|Po(2)l = |P(=2)| < p+gll - 2" = p+gl|z||"

y sustituyendo P por P, -en el razonamiento anterior, se tiene
1Po(2)l < (1+a)*(p+qa™"|2]|"), z€U )

cualquiera que sea la constante a > 0.

Sea entonces z ¢ U. Siz =0
[P(0)] =0 < (1+a)"(p+qa™"[I0]") = (1 +a)"p

cualquiera que sea la constante @ > 0. Y si Re ¥(z) < 0, entonces Re ¥(—2) = —Re

¥(z) >0,y —z € U; C U, por lo que aplicando (3)

[P(2)] = |Po(=2)| < (1 +a)"(p + qa™"||2||")
cualquiera que sea la constante a > 0.

Nota 8. Si P,()) es un polinomio complejo de grado < n, tal que

[Pa(M <p+glA", A€ Ao
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siendo p > 0, ¢ > 0, en [5], se prueba que si

P,(\) = z":aj,\f

j=0
entonces
- .
2 ath
max b= 1< A+a)* [p+qa QA+ k5 ke, k=1,2,...,n
Al<r IAlk = v ’ ) )
y
k-1
> ajh? :
=0 . _ _
Il}llaé)sw—— <(1+a)p+ga"rkr F, k=1,2,...,

cualquiera que sean las constantes a >0y r > 0.
En la siguiente proposicién, veremos como este resultado puede extenderse, también

a los polinomios continuos de E en C.

Proposicién 9. Sea P(z) un polinomio continuo de E en C de grado < n
n A ~ .
P(z)=)_Aj(z), 4jeP(E,C), j=0,1,...;n
Jj=0 .
que verifica

|P(z)| <p+4llzll”, z€To *)
siendo p y ¢ constantes, p > 0, ¢ > 0. Entonces

i) A5(2)

sup 'J_—?—k_ <A +a)p+ga A+ E kT, E=1,2,...,n (9.1)
Iz <r [zl

k=1
Z:oAj(z)
sup Ll < (14a)[p+ga ke ™k, k=1,2,..., (92)
Izll>r Il

cualquiera que sean las constantes, a > 0,y r > 0.
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Demostracién. Para cada z € E, sea

P.xe0— R0 =P (xe) = iﬁ’(lfﬂ)”“

1=

donde 6 es un elemento de [—, 7] que verifica e ¥(z) > 0.

Evidentemente, P, es un polinomio complejo de grado < n, y como para cada A € Ao,

Aeiz/||2|| € Uy, por (*)

|P,(\)| = {P (Aﬁz>

y por tanto (Nota 8)

z:jA (I|.TI )

max -
IAI<r |Al¥

kz_:l : (Il:l )

or I

n

=p+qA"

\ eio
<p+gq " 2
ll=|l

<(A+a)p+ga QA +EVE " RrE, kE=1,2,...,n

<(1+a)*p+ ga~"r"kr 7k, k=1,2,...,

cualquiera que sean las constantes, a > 0,y 7 > 0.

Finalmente, si ||z]| < r y A = ||2||/¢*, entonces

i ()
A~(
A\t
Izl |*

eit

<(1+a)* p+ga QA+ kY ket k=1,2,...,n

Zn: Aj(2)

j=k

ll=11*

n . [ i )
2 Aj (—Z) Y
i=k lI=]| <

Anélogamente si ||z]| > r.
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Proposicién 10. Con las mismas hipdtesis de la proposicién anterior, se tiene

__Ekfij(Z)
sup T ———1 < 2e*(1+a)"aFp!H/ngMm k=1,2,...,n (10-1)
iehsro ]
k—1
'—Zo 4;(2)
sup - = 2¢¥(1 4+ a)"a~kp!H/ngkim k=12, (10.2)
Nz N2l
k—1
Z:o Aj(z)
sup = T S 2k(1+ a)"a_kpl_k/nqk/"a k=12,..., (10.3)
I=ize Izl

cualquiera que sea la constante a > 0, y donde

1/n ' 1/n
ro=(2) —2 _ n=(B) .
0 q 1 + k_llk ] 1 q
Demostracién. Puesto que
D R +ETVER = (14 RRE < et
—k/n
i) krok =k (;—7) a=F(1 4 km1/k)E < ekgmkp=k/ngh/n
—k/n
lli) krl_k =k (£> (l_k — ka—kp—k/nqk/n
q
iv) p+ga"r? =p+gaLam =2
q
se tiene
1) 1+ a)*[p+ga=(1+ k= E)rrglkrg* <
aYI
(L lp b qo (L4 kP ety gt/ =
2e*(1 4+ a)rakpl—k/ngkin
2) (1+a)"[p+ ga~"r3kry*
n 2P @
(1+a)*[p+qa aEy=Tan
2¢5(1 + a)"a~kpl—K/ngk/n

]eka—kp—k/nqk/n <

3) (1+a)"[p+ga~"rflkry* =
(1+ a)"2pka=kpt/nghin =
2k(1 _I_a)na—kpl—k/nqk/n
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que llevado a (9-1), (9-2) y (9-3), de la proposicién 9 para r = rg, 7o, 71, respectivamente

nos da el resultado buscado.

Proposicién 11. Si f es una funcién compleja, no constante, definida en U que verifica
oo -~
i) f(z) = ZOAJ'(Z)
J=
ii) La sucesidn {my,} es un sistema de cotas minimas de f en U.

Entonces

mi < 3eF(1+a)"a~*mi ™/ "mtin, n=1,2,..., k=1,2,...,n

cualquiera que sea la constante a > 0.

Demostracién. Para cadan =1,2,..., sea
n—1
Pa(z) =y Aj(z)
=0
SizeU

s Pw—i&m
|mun=§:&@)smau———ﬁ?———

=0

2™ < mo + mall2|

en particular, esta desigualdad es cierta para los dos z € Uy, por lo que P, cumple las

hipétesis de las proposiciones 9 y 10, y en consecuencia se verifica (10.1) y (10.2) para

1/n
= (M -
o= (m,,) 14 k-1/k

cualquiera que sea a > 0. Pero entonces, como

g&@
2= 4 e

ll=1*

fm—z&wlfm—i&

J—
<
ll=l1* B Kk
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por (10.1)
k=1 .
f(z)— aAj(Z) A
sup ——— J-k — < mnr";—k + 2ek(1 +a)"a_kmt11_k/nmﬁ/n =
=l <ro Il
z€eU
n—k
—_— n—k
mo n a —1/k\k k n_—k,_1-k/n__kfn
m"(m—") T "+ 28 ) tmg T, 7 <

(1 + 0 a~tmb M mb/n + 2k (1 — a)a~tmd M bl =
3¢+ (1+a)"a Fmy ™ mb/m k=1,2,...,n

y por otra parte, como también

k=1 k=1
f(z)— AJ' z Az
(2) ];0 ()<|f(z)l+:z=:0 i(2)

ll=* = =il ll=H*

por (10.2)

fe)-'% A,-(z)\

||J I < morg ® +2e(1 + a)"a"Fmy T P mkim =
z

sup
llzl>ro
z€U
m —k/n Lk
My (ﬁ) (1 + k~Y/*)kq=F 1 2¢k(1 + a)"a*my ™/ "mb/m <
n
eF(1+ a)"a~Fm) /" mk/in 4 2e*(1 - a)akm) /P mkin =

3ek(1 + a)"a_"mtl,—k/"mﬁ/", k=1,2,...,n

Corolario 12. Con las mismas hipdtesis de la proposicién 11, se tiene

k
my < 32 (%) miTHrmke =19 k=1,2,...,n (12.1)

Ademis si {m!,} es un sistema de cotas de f en el conjunto U, entonces

my 5 3eF(1+ a)"a‘km';_k/"m'ﬁ/", n=12..., k=12,...,n (12.2)
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cualquiera que sea la constante a > 0, y también
k
mi < 32k (%) mA Tk 10, k=1,2,...,n  (12.3)
Demostracién. Para (12-1) basta tomar a = k/n y tener en cuenta que (1 + a)* =
(14 k/n)" < e; y (12-2) y (12-3) se obtienen sin mas que observar que m, < m/,

n=1,2,...,.

Bibliografia.

(1) Cartdn, H. ”Sur les classes de fonctions définies par des inegalité portant sur leurs
derivées successives” Actualités Scient. Ind. 867, Paris.

(2) Gorny, A. ”Contribution a I’étude des fonctions dérivables d’une variable réelle”. Acta
Math., 71, 317-358.

(8) Guijarro, P. "Relacién entre las cotas de desarrollos asintéticos”. Actas XI Jornadas
Hispano-Lusas de Matemdticas, Vol. I, 288-294.

(4) San Juan, R. "Les inegalités de Gorny-Cartan pour des developpements asympto-
tiques”, C.R. Acad. Sci., Paris.

(5) San Juan, R. "Las desigualdades de Gorny-Cartan para las cotas de los desarrollos

asintéticos en un dngulo” Reviste Hispano Americano, 4a. serie, tomo XIX, n. 3.

Universidad Politécnica de Cataluna
Facultad de Informatica

Pau Gargallo 5. 08028 Barcelona. SPAIN.



