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CICLOS DE HAMILTON EN REDES
DE PASO CONMUTATIVO Y DE PASO FIJO*

M.A. FioL Y J.L.A. YEBRA

ABSTRACT

From a natural generalization to 22 of the concept of congruence, it is possible
to define a family of 2-regular digraphs that we call ” commautative-step networks”.
Particular ezamples of such digraphs are the cartesian product of two directed
cycles, C; x Ch, and the "fized- step network” (or "2-step circulant digraph”)
Dn,apb-

In this paper the theory of congruences in Z2 is applied to derive three equiv-
alent characterizations of those commutative-step networks thah have o hamilto-
nian cycle. Some known results are then obtained as a corollary. For instan-ce,
necessary and sufficient conditions for Cy X Cp or DN g to be hamiltonian are

discussed.

1. Introduction.
En este trabajo se manejan conceptos estandard en teoria de grafos. Ver, por ejemplo,

[2] o [12].

Sea G un grupo y A un conjunto generador de G. El diagrama de Cayley (también

llamado ”"Cayley color graph” o "color graph”) [12], de G relativo a A es el digrafo

*Este trabajo forma parte de los proyectos de investigacién 1180/84 y 0173/86, subven-

cionados por la Comisién Interministerial de Ciencia y Tecnologia, CICYT.
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DA(G) = (V,A) cuyos vértices corresponden a los elementos de G, y existe el arco

[91,92] € A, g1,92 € V con "color” h € A sii g1h = ga.

Sea Zn el grupo ciclico de orden N cuyos elementos denotamos por {0,1,2,...N —1}
v la operacién es la suma mod. N. Evidentemente, si m es un generador de Zy,
m.cd. {m,N} = (m,N) = 1, el diagrama de Cayley D{n,}(Zn) es un ciclo dirigido

de N vértices.

Entonces, ya que el concepto de congruencia en Z conduce a la consideracién de ciclos
-digrafos 1-regulares-, parece ser que una adecuada generalizacién de dicho concepto a Z®,

permitira construir, y estudiar, una cierta familia de digrafos n-regulares.

Aunque en la Seccién 2 esta generalizacion se hace para todo n > 1, en las siguientes
nos centramos en el estudio de las redes derivadas de la congruencia en Z2, a las que
llamamos ”redes de pasos conmutativos”. Recientemente, estas redes (o, como caso par-
ticular, las llamadas "redes de paso fijo”; ver Seccién 5) han sido ampliamente estudiadas
por lo que respecta principalmente a la minimizacién de sus pardmetros didmetro y distan-
cia media (3], [4], (5], [7], [8] ¥ [13]. En cambio, en este trabajo nos limitamos al estudio de
su caracter hamiitoniano, es decir, existencia de ciclos de Hamilton. Més concretamente,
aplicamos la teon’a‘de congruencias en Z? para obtener tres caracterizaciones equivalentes
de las redes de pasos conmutativos que son hamiltonianas. Los resultados obtenidos gene-
ralizan los dados en [9] y [11] (y también, implicitamente, en [10]) sobre la existencia de

ciclos de Hamilton en el producto cartesiano de dos ciclos dirigidos.

2. Congruencias en Z".
Sea M una matriz n x n formada por los vectores (fila) de componentes enteras

my,ma, -+ ,My € 2" linealmente independientes, es decir N = det M # 0.

Tal como en [6], e inspirdndose en la definicién de congruencia en Z, decimos que los
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vectores a,b € Z™ son congruentes modulo M, denotandolo por -
a = b (mod M), 1

si y sélo si
(e—b)M~ ez, (2a)

es decir, existe el vector A € Z™ tal que
a=b+ M. (2b)

Notar que el conjunto de "puntos” de la forma AM con A € Z™ es un reticulo, y las
q ] p

condiciones (2a) y (2b) equivalen a decir que a — b pertenece a él.

Sin = 1, M es un entero (matriz 1 X 1) y la anterior definicién coincide con la de

congruencia en Z.

Es facil comprobar que la congruencia en Z" es una relacién de equivalencia. Por
tanto, nos permite dividir a los vectores de Z™ en clases de equivalencia o ”clases residua-
les”. En [6] se demuestra que, para cada M, existen N = | det M| de tales clases y, ademads,
si {ro,71,+-TN-1} es un sistema completo de residuos mod. M (conjunto formado por un
representante de cada clase), el conjunto de n-cubos unitarios con centros rg,71, -+, TN_1

tesela periddicamente, mediante traslaciones, el espacio R".

Por otra parte, el conjunto de vectores de Z™ mod. M (o conjunto de clases residuales
en Z" mod. M), junto con la operacién suma, tiene estructura de grupo abeliano al que
denotaremos por Aps. Esto es evidente si consideramos que Z"M es un subgrupo normal
de Z" y, entonces, Ay &2 Z™/Z™M. De ahora en adelante seguiremos la convencién usuai

de identificar cada clase de equivalencia por cualquiera de sus representantes.

3. Redes de pasos conmutativos.

A partir de ahora restringiremos nuestro estudio a Z2.
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Sea la matriz M = (_lz —hy) y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
det M > 0 (mas adelante queda justificada esta nomenclatura). Evidentemente,
A = {(1,0),(0,1)} siempre es un conjunto generador del grupo Ay con N = det M =
1h — zy elementos. Entonces la red, o digrafo 2-regular, de pasos conmutativos asociada a
M, Dp(V, A), no es mas que el diagrama de Cayley Da(Ap). Reciprocamente, se puede
demostrar que el diagrama de Cayley de cualquier grupo abeliano relativo a un conjunto
generador con 2 elementos es una red de pasos conmutativos, o sea, tiene asociado una

matriz M.

Asi los vértices de D)y corresponden a los vectores de Z? mod. N, de manera que,
para identificar los elementos de V', podemos escoger un sistema completo de residuos mod.

M {rg,r1,-++,rn-1}. Entonces, [r;,r;] € A sii
rj=r;+(1,0) (mod. M) o rj=r;+(0,1) (mod. M). 3)

Debido a ello, y segiin lo explicado en la Seccién 2, podemos hacer corresponder a
cada digrafo Djs una teselacién de R? caracterizada por la eleccién del conjunto
{ro,71,---,rn-1}. Ya que en los anteriormente citados trabajos, los pardmetros a estudiar
estaban relacionados con la distancia entre vértices, se eligieron los N "puntos” (V vértices
distintos mod. M) de manera que tuvieran coordenadas no negativas y distancia ortogonal

al origen -vértice 0=(0,0)- minima.

Con estas restricciones, estd demostrado, [1], [5], [13], que siempre es posible elegir
ro,T1,**,"N—1 de manera que los cuadrados unitarios centrados en ellos formen una "L”
caracterizada por sus dimensiones [, h, z, y, segin muestra la Fig. 1. Adema4s, en este
caso, existe una sencilla relacién entre estos pardmetros y los elementos de la matriz M,

ver Fig. 2.
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Siz =y =0, la”L” degenera en un rectangulo de base ! y altura h que da lugar a
la teselacién trivial. Ademds, ahora la congruencia a = b (mod M) es equivalente a las
dos congruencias en Z: a; = b; (mod !) y a; = b, (mod. h). Entonces, la red de pasos

conmutativos Dy coincide con el producto cartesiano C; x C, de dos ciclos dirigidos [11].

4. Ciclos hamiltonianos en redes de pasos conmutativos.
En primer lugar, deduciremos un resultado importante, sobre el que estd basado el
»
estudio central de esta seccién, a saber: dar condiciones necesarias y suficientes para que

D) sea hamiltoniano.

1 -y
-z h

el vector a = (a1, az), nos interesa encontrar el orden del subgrupo de Ay generado por

Sea, como antes, la matriz M = ( ) con determinante N = [h — zy. Dado

a, o orden de a, que denotamos por o(a). Es decir, buscamos el minimo o € Z7 tal que

aa=0 (mod. M) 6, segiin (2a),

aaM™! =\ (4)

con A = (A1,X2) € Z™.
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Desarrollando (4), obtenemos

a(arh + azz, a1y + azl) = N(Aq, A2).

Igualando componentes, resulta

N _ah+az  ay+asl

o /\1 Ag

N

Como « es minimo, ¢ es maximo. Por tanto,

N
71- = (N, alh + azz,a1y + azl),

de donde
N

ofa) =a=

Notar que, evidentemente, a = b (mod. M) — o(a) = o(b)>

(N,a1h + azz,a1y + azl)’

®)

(6)

™

®)

Ahora ya podemos estudiar las condiciones que tiene que cumplir M, para que el di-

grafo 2-regular Dys = (V, A) sea hamiltoniano. Las ideas basicas usadas en la demostracién

son las mismas que en [10] y [11], pero aplicaremos ahora la teoria de congruencias en Z3.

Supongamos que vg, v, -,UN—1 son los sucesivos vértices de un ciclo hamiltoniano

en D)y, por tanto Vi € Zy el vérticé adyacente desde v; es el v;4; con

Vit+1 = Ui + (1,0) 6 vig1=vi+ (07 1)’

©)

(a partir de aqui la adicién de enteros [vectores de ZZ2] se entenderé siempre médulo N

[médulo M]).

La existencia de este ciclo induce una particién de V' en los siguientes conjuntos:

Vi = {vi|vig1 = vi +(1,0)};

Vo = {vj|vj41 = v; +(1,0)};

(10)
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Es facil demostrar [11, Lema 1) que v € Vy s u =v+(1,-1) € V, k = 1,2. En
efecto, seglin se ve en la Fig. 3, de los 4 casos posibles debemos eliminar (b) y (c) por -

contradecir la hipétesis de que vg, vy, - -,v§—1 constituye un ciclo de Hamilton. Entonces,
veW(k=1,2)-v+y(1,-1)EV; VyeZ, (11)

es decir que V; y V; constituyen una particién del conjunto de clases laterales del subgrupo
de Ay, H, generado por el vector a = (1,—1). En realidad esta condicién es un caso
particular de la dada por Rankin [10] en su trabajo pionero sobre ciclos de Hamilton en

diagramas de Cayley.

- . . o ... e m C e

° ; [ ! i i i | ;
i . ‘ i i ! : !

Vo—bp—o— — VY — v —— — VOo—- —@— —

| | | . '
: ui : | u | | u | | ! u ‘
— e — -—o— —o — —o—>—o — e i
(a) (b) (c) (d)
Fig. 3
Aplicando (8), vemos que el orden de H es
o(H) = ofa) = ., (12)
con
d=(N,h—z,y—1)=(h—1z,1-y), (13)
ya que

N=detM=lh—zy=1(h—z)+z(1-y)

Notar que, en el plano, todos los puntos (vectores) de Z2 pertenecientes a la clase
lateral {(v1,v2) + 9(1,—1); v € Z} estdn sobre la recta de ecuacién ¢ + y = vy + va.

Como existen n/o(H) = d clases laterales, las rectas correspondientes a la misma clase
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lateral deben estar equiespaciadas a distancia ortogonal d, es decir deben ser de la forma

z+y=v1+vy+kd, k€ Z.

Por otra parte, Vi = 0,1,---, N — 1, deben existir enteros e;, e > 0, e; + e = d tales
que

Vitd = Vi + (€1, €2). (14)

En resumen, v; ¥ v;+4 pertenecen a la misma clase lateral,
v; EVi ©vjd €V, kE=1,2, (15)

ver [11, Lema 2].
Supongamos ahora que, si tomamos en (14) ¢ = 0, tenemos e; = d; y ez = dj, es
decir,
va =vo + (di,d2) = (d1,d), (16)

donde, sin pérdida de generalidad, hemos supuesto vy = (0, 0).

Si aplicamos (15) iterativamente partiendo de los d vértices del camino dirigido
Vg, V1, *,Vg—1 vemos que todos los "trozos”, del ciclo hamiltoniano, de la forma
Vkds Vkd+1, " * » Vkd+d—1, k € ZT, son idénticos en el sentido de que sus respectivos vértices
i-ésimos, ¢ = 0,1,---,d — 1, pertenecen al mismo conjunto V. Entonces considerando (16)
debe cumplirse

vkd = Vo + k(d1, d2) = k(dy,dy). A. (17
Ademds, si t = o((d1, dz2)), t(dl,cég) = (0,0) = vy, es decir, el ciclo de Hamilton est4
formado por t de tales "trozos”, y como cada uno de ellos tiene d vértices, td = N, de
donde, recordando (12),

= 0((ds, ) = o7 = o((1,~1) (18)
(ver [10, Teor. 4]) y ya que, segin (8),

N

o((d1,dz)) = (N,dsh + dyz,d1y + dyl)’
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llegamos a la igualdad
d=(h—z,1—y) = (N,dih + dyz,d1y + da1). (19)

Todo ello nos permite enunciar el siguiente resultado.

1 —y
—z h

digrafo de pasos conmutativos Dy es hamiltoniano sf y sélo si existen enteros dy,d; > 0,

Teorema 1. Sea la matriz M = ( ), N=detM >0yd=(h—2z,1—y). El

dy + dy = d, tales que

(N,dih + dyz, dry + dal) = d. (20)

Demostracién. La necesidad ya ha sido establecida anteriormente al discutir todos los
resultados derivados de la hipétesis de existencia del ciclo vp, v1,- -+, vN-1, ¥ que quedaron

resumidos en (19).

En cuanto a la suficiencia, la existencia de d; y d; que cumplen (20) posibilita la
misma sencilla construccién descrita en [11]. En efecto, basta elegir como se desee el trozo
de camino dirigido vg,v1, - - - ,vq entre vg = (0,0) y va = (d1,d2) (como veremos, en algunos
casos triviales la eleccién es obligada) y, a partir de él, "repitiendo el modelo” aplicando

(14) con (e, e2) = (d1,d3) Vi =0,1,---, N =1, construir el resto del ciclo hamiltoniano.

Corolario 1. Si se cumple una de las condiciones
(h,y)=1 6 (L,z)=1, (21)

entonces Dys es hamiltoniano.

Demostracién. En efecto, si (h,y) = 1, el vector (dy,dz) = (d,0) satisface (20) ya que
(N,dh,dy) = d(N/d,h,y) = d.

Anélogamente, si (1,z) = 1, tomamos (d1,dz) = (0, d).
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Evidentemente, si d = 1, el cumplimiento de una de las expresiones (21) es también
condicidn necesaria para la existencia de un ciclo de Hamilton, pues las tnicas posibles
elecciones de (d;,d;) son (1,0) y (0,1). Si ademds z = y = 0, las condiciones (21) se

transformanen h=1,61=1.
A continuacién estudiamos una condicién equivalente a (20).

Como, segiin hemos visto, el vector (di,d2) pertenece al subgrupo H generado por
(1,—-1), existe un entero positivo 3 (que, evidentemente, puede tomarse mod. N/d) tal
que

(d1,d2) = B(1,-1) (mod M). (22)

De manera que la condicién (20) se traduce en

(N,,B(h—z),ﬂ(y—l))=(N,ﬁd) =d, (23)

(%,ﬁ) =1 (24)

Por otra parte, segiin la definicién de congruencia (2b), (22) significa que existe A =

(A1,A2) € Z2 tal que

de donde

(d1,d2) = ﬂ(l,:l) + (M1 +A2) (_lz —hy) ) (25)
que equivale al sistema de ecuaciones
di = B+ Ml— Xz (26a)
dy = —f— My + Ah (26b)
Sumando miembro a miembro,
d=M1—-y)+ A(h—12) (27)

lo cual, recordando que d = (1 -y, h — ), confirma la existencia de los enteros A; y A, (es
decir la pertenencia a (d;,dz) al subgrupo H) al mismo tiempo que nos indica la forma de

calcularlos.
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Como la condicién (20) se ha demostrado equivalente a (24), nos interesa conocer el
valor de 3, que denotamos por B4, ,d,) corresponde a cada posible vector (di, dz). Segin

las ecuaciones (26), tendremos

Bio,a) = =Ml + Az (28)

B0y = =M1y + A2k = Bo,a) + d; (28)
con A\, y A; enteros que satisfacen (27).

Estamos ya en condiciones de dar el resultado equivalente al Teorema 1.

1 -y
—z h

Teorema 1°. Sea la matriz M = (
A2 enteros tales qﬁe M1 —y)+X(h—z)=d Seay= Beo,a) = — M1l + Agz. Entonces el

),N:detM>o,d=(h—z,1—y)yA1,

digrafo Dy es hamiltoniano si y sélo si existe algiin entero A € [y, + d] tal que

(ﬂ, %1) =1 (30) |

La condicién (30) junto con las ecuaciones (26a) y (26b) nos van a permitir dar
condiciones necesarias para que los enteros d, d2 cumplan la condicién (20) y, por tanto,

permitan obtener un ciclo de Hamilton.

Corolario 3. Condiciones necesarias para que f(4, 4,) satisfaga (32) (o, equivalentemente,
dy, dy cumplan (20)) son:
(dla I I) =1 (318.)
(d2,h,y) =1. (31b)
Demostracién. Supongamos que (dy,l,z) = p > 1. Entonces, segin (26a), p divide a 3.

Ademas, por ser

N _ hl—zy h—=z tz l—y
d (h-g0-y) (h—z0-y) (h—z,1-y)

p divide a %T— Por tanto (ﬂ, %) > p > 1. De forma andloga se demuestra la necesidad
de (31b).
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De los anteriores resultados se obtienen facilmente las condiciones, dadas en [11], para

que el producto cartesiano de dos ciclos dirigidos sea hamiltoniano.

Corolario 2. [11, Teor. 1]. Sean C; y C} dos ciclos dirigidos con [ > 1y h > 1 vértices
respectivamente. El producto cartesiano C; x C}, es hamiltoniano sii se cumplen las dos

siguientes condiciones:
a)(l,h) =d > 2; (32a)

b)3d1,d2 >0, dl + d2 = d, tales que (dl, 1) = (dz, h) =1 (32b)

Demostracion. Ya vimos que C; X C} es isomorfo al digrafo de pasos conmutativos Dy

10
con M = (0 h)'

La condicién a) es necesaria ya que, segin la nota posterior al Corolario 1, d = 1
supone h =1 6 [ =1 en contra de la hipdtesis. En cuanto a la necesidad de b), es un caso

particular del Corolario 3 con z =y = 0.
Por otra parte, haciendoz =y = 0, N = lh y d = (I, k) en (20) nos queda la condicién
(Ihydih,dal) = (1, k), (33)
pero

(Ihydyh, dyl) = (b, )1, dik) = (h, dp) (”dl —(hhdg)) N

L Ak
= (h,dz)(l’dl) ((l, dl)’ (l,dl) (hy d2)) -

1 h
= (h,dz)(1,dy) ((1, dy)’ (h,_dz_)) '
1 dy

ya que (m, m) = 1. Por tanto, (33) se cumple si (d,!) = (d2,h) = 1, lo que

demuestra la suficiencia.

Finalmente, veamos un tercer resultado, equivalente a los Teoremas 1 y 1’, que gen‘e-

raliza algunos resultados obtenidos en [9].
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Teorema 1”. Sea la matriz M = (_Iz -;ly>, N=detM >0yd=(h—1z,0-y).

El digrafo de pasos conmutativos Dy es hamiltoniano si y sélo si existen enteros m, n,

0<Im—2zn< N (60< hn—my < N), tales que (m,n) =1y
m(l—y)+n(h—z)=N.

La demostracién de la equivalencia con el Teorema 1, cuyos detalles omitimos, es un

simple ejercicio si consideramos que la relacién que liga los dos pares de enteros m, n y dy,

(1) (@)-(2)

Como se ha dicho antes, el Teorema 1” generaliza algunos resultados obtenidos en

dy es

[9], utilizando teoria de nudos en el toro, para z = y = 0 (producto cartesiano de ciclos

dirigidos) e y = 0.

5. Ciclos hamiltonianos en redes de paso fijo.
Sean a y b dos generadores de Zy, esto es (a,b, N) = 1. Llamaremos red de paso fijo
al diagrama de Cayley Dy, 3}(Zn). Asi los vértices se denotan por 0,1,--+,N — 1y, desde

cada vértice i se establecen arcos hacia los vértices ¢ + a (mod N) e ¢ + b (mod N).

Segtin lo explicado al principio de la Seccién 3, como Zy es abeliano D, 3)(Zn)
puede considerarse como un caso particular de red de pasos conmutativos. En efecto a
y b corresponden respectivamente a los generadores (1,0) y (0,1) y la matriz M puede
calcularse considerando, a partir de a, b, y N, la distribucién en el plano Z? de los enteros

mod. N. Ver Fig. 4.
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36 —e— 3430 —e-.
20 —— 2420 —e—22°20 —o-

3

b —— 2¢b —>—224> —e—Jach —e—-

) ] 2a Ja 42

Fig. 4

Como todos los resultados anteriores vienen dados en funcién de M, nos planteamos
el problema inverso, es decir, dada la matriz M jcuando Dy es una red de paso fijo, y en

su caso, como vienen expresados a y b en funcién de los elementos de M?.

Considerando que Zy es ciclico, es facil mostrar que Dy es una red de paso fijo sii
A es ciclico (ver detalles en [4] o [5]). Ademas, en estas mismas referencias se demuestra
que A es ciclico sii

(Lbe,y) =1 (34)

(Una generalizacién de este resultado para n > 2 puede hallarse en [6]). Si se cumple esta

condicién, podremos calcular a y b a partir de las ecuaciones (ver Fig. 2)

(4 2)()-5(3). wre
(5)-( 9

(a,b,N) = 1. (37)

de donde

con a y 3 enteros tales que
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Notar que, a través de los pasos a y b, cada vector v = (v1,v2) (mod M) queda
"transformado” en el entero ¢ = via + vob (mod N). Luego, considerando el isomorfismo

entre Ay y Zn,

N
o(v) = o(c) = o (38)

donde o(c) denota el orden de c en Zy.

Podemos ya dar las condiciones para la existencia de un ciclo de Hamilton. Con

d = (a — b,N), tenemos que

o(1,~1)) = o(a — b) = %. (39)
Entonces, la condicién (18) se transforma en
N N
= — — — 4
A dd)) =y Gavdt) ~ d (40)
con dy,dz >0, dy + d2 = d. Esto es,
(N,dya + d2b) = (N,a - b), (41)

donde dya + d2b =dya+ (d—d1)b=db+ A(a—b) con A =d; € [0,d].

Formalmente,
Teorema 2. Sea Dy, ; la red de paso fijo con N vértices y "pasos” a, b. Sead = (a—b, N).
Entonces Dp,q,4 es hamiltoniano sii existe un enter6 A, 0< A <dtal que

(n,db+ \(a — b)) = d. (42)

Los casos triviales (a, N) =1 6 (b, N) = 1, en los que se obtiene el ciclo recorriendo
N pasos a 6 b respectivamente, corresponden a tomar en (42) A = d 6 0. Estos casos
equivalen a las condiciones (21) del Corolario 1. En efecto si, por ejemplo, (h,y) = 1,

podremos elegir en (36) a y 8 de manera que a = 1, y el mismo razonamiento sirve para b.
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