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ECUACIONES DE LA DESCOMPOSICION MODAL
DE PROCESOS ARMA

J.J. EGOZCUE (*) Y E. GRIFUL (**)

1. Introduccién.

Los procesos estocésticos estacionarios, autorregresivos y de medias méviles (ARMA),
han sido estudiados en diversos dmbitos durante las dos dltimas décadas (p.e. Brockwell-
Davis, 1987), y se han utilizado con éxito en aplicaciones muy diversas.

Uno de los aspectos al que parece que no se le ha prestado demasiada atencién es
la descomposicién aditiva de estos procesos, asociando cada componente a un polo de la
funcién de transferencia del modelo ARMA. Esta descomposicién aditiva, que llamaremos
descomposicién modal, puede obtenerse en forma sencilla para algunos casos utilizando el
teorema de representacién espectral (p.e. Ash-Gardner, 1975, cap. 2). El caso general,
ademas de tener muchas soluciones, no parece haber sido estudiado. Un primer avance en
este sentido es la descomposicion de la varianza total del proceso en aportaciones asoci-
adas a cada polo (Johansen-Andersen 1978) y algunas discusiones y aplicaciones de casos
particulares de la descomposicién modal (Beex-Scharf, 1981, Friedlander-Porat, 1984). La
descomposicién modal tal como aqui se presenta ha sido planteada recientemente por los
propios autores (Egozcue- Griful, 1988).

En lo que sigue se presenta el sistema de ecuaciones no lineal que debe resolverse para
hallar las posibles descomposiciones modales; los coeficientes de este sistema de ecuaciones
presentan simetrias que permiten su solucién explicita y el estudio de las condiciones de

existencia y multiplicidad de las mismas.
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El apartado 2 se dedica al planteamiento del problema y de las ecuaciones; en el
apartado 3 se deducen las soluciones y las condiciones para su existencia y multiplicidad.
El apartado 4 describe las consecuencias que se desprenden de las propiedades del sistema

de ecuaciones sobre la descomposicién modal.

2. Planteamiento de la descomposicién modal.

Se considera un proceso estocastico estacionario ARM A(p, q), p > ¢, de media nula y
valores complejos, que satisface el modelo lineal

P q
(1) SN aY(G—k) = b.W(i—n), j€Z a,#0,b,#0,a=1,b =1,
k=0 n=0

donde Y(.) representa el proceso y W(.) es un proceso de ruido blanco de valores complejos
y de varianza o2, es decir, E[W(j)W*(k)] = 6jk0?, donde (*) denota la conjugacién
compleja, E[.] el operador esperanza y ¢ es el simbolo de Kroneker.

El modelo (1) representa a una familia de procesos estacionarios de L? (media y
varianzas definidas) en el caso de que las raices del polinomio

P P
(2) A(z) = Zakzk =a, H(z — zk),
k=0 k=1

sean exteriores al circulo unidad y no coincidan con las raices de

3) B(z) =) bt =b, [[(z — ),
k=0 k=1

(p-e. Brockwell-Davis, 1987). A las raices de A(z) y B(z) se les conoce con el nombre de
polos y ceros del modelo ARM A(p, q) (1) respectivamente. En lo que sigue supondremos
que las raices de A(z) y B(z) son simples.

Si se denota por U al operador de retardo unitario sobre sucesiones, el modelo (1)

puede escribirse abreviadamente

(4) AU)Y () =BU)W(5), jE€Z
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Se pretende caracterizar los procesos estacionarios Xi(.), k = 1,- - -, p, autorregresivos

de orden 1, (AR(1)), que satisfacen
(8) (1 =2 'U)Xe() = Wi(§), J € Z,
donde Wy(.) son ruidos blancos, de forma que
P
(6) Y(§) =Y X:(i), j€Z,
k=1
Estos procesos estacionarios de L? definidos por (5) y (6) serdn denominados modos.
Dado que el tinico polo de cada Xi(.) es zk, la caracterizacién de los modos en el

espacio L? se limita a describir la matriz de covarianzas C de los ruidos blancos Wi(.),

cuyos elementos cks, k,s = 1, - -, p se definen mediante
(7) E[Wk(])W;(T)] = 6jrcks’ j,’l‘ € Z.

Para establecer la relacién entre C' y los pardmetros del modelo (1), pueden igualarse
las funciones de autocovarianza que corresponden a ambos miembros de (6), o alternati-
vamente, sus densidades espectrales.

La densidad espectral compleja de Y(.) es

_ 0®B(2)B*(1/2*) X[ Riz R}z
® S0 = e =

oLz =z z—(zp)"1)’

donde z es una variable compleja, Ry, k =1, -, p, son los residuos de S(z)/z en los polos
zg, k= 1,-+-,p. Los polos de S(z)/z en los puntos (z})~!, tienen residuos —R}, como
puede comprobarse a partir de la simetria de S(z).

Desarrollando S(z) en serie de Laurent, en una corona circular que contenga la cir-
cunferencia unidad, se obtiene la funcién de autocovarianza del proceso Y'(.):

4
9) cy(t)=—=) Riz;', t=0,1,2,-
k=1
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de donde se deduce que cy(0) = =X R > 0.

La funcién de autocovarianza del segundo miembro de (6), que denominamos cx(.),
puede calcularse a partir de los modelos de medias méviles (MA) equivalentes a los AR(1)

dados en (5), y que se obtienen por inversién del operador de retardos (1 — z; ' U)

oo
(10) Xe() = [ Zz;’U’] Wi(j), jE€Z
a=0
Teniendo en cuenta (7), se obtiene la autocovarianza deseada
(11) cz(t)_zpjzp: ChaZ, t=0,1,2,
X 2ok
La comparacién entre (9) y (11) indica que la condicién necesaria para que se cumpla
(6) es
- Cks
(12) —Rk=;l—w, k=1,---,p

El sistema (12) es lineal en cis, pero como C es una matriz de covarianzas, debe ser
hermitica y semi-definida positiva, lo que impide considerar el sistema (12) como sistema

lineal. En efecto, supongamos que el rango de C es r < p; entonces puede ponerse
(13) C=D"D,

donde D es una matrix r x p de rango r, y (*) denota la transposicién hermitica; si se
denotan los elementos de D por dji, j = 1,---,7, k = 1,---,p, el sistema (12) puede
expresarse
a4 =Y e kot
s Rl CTEH)
Puede observarse que, una vez fijado r, el sistema (14) es equivalente a
n 3 znd-’"
(15) —Rp=) R k=1,.pin=1r

1~ (zp2z¥)"V’

s=1
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donde

(16) ZR =Ry, k=1,---,p.

La descomposicién de los residuos Ry (16) induce una descomposicién de la densidad

espectral compleja (8) en otros tantos sumandos

(17) s"(z)=ZP:[ AN T

Slz=a 2- (z)~
No obstante, deben darse ciertas condiciones para poder resolver los sistemas (15);
esas condiciones se estudian en 3. El resultado obtenido indica que esas condiciones se
pueden resumir en que las S*(z) deben ser densidades espectrales complejas de procesos

ARMA,; las consecuencias que se deducen se presentan en el apartado 4.

3. Resolucién del sistema de ecuaciones.
Consideramos el sistema de ecuaciones
m *
TEzt .
(18) Zsz,ﬁ j=1--,m,
k=1
equivalente a (15) con los cambios Q; = (R})*, zj = dj,, hj = (2])71. Se supondrd que
los coeficientes h;, j = 1,---,m, son diferentes entre si y que 0 < |h;| < 1.
Una condicién necesaria que debe cumplir las soluciones del sistema (18) se obtiene

sumando todas las ecuaciones
(19) xtHx = Qo,

donde x* = (z},---,z},), Qo = Qj, y los elementos de la matriz H son (1= RjR})?!

La matriz H es definida positiva por ser un grammiano:

(20) ].—h h* Zh (h k7.7=11"',m7
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que, en efecto, es un producto escalar de sucesiones de cuadrado sumable. También puede
calcularse el determinante de H basdndose en las propiedades de las matrices doblemente
alternantes (Muir-Metzler, 1960, pp. 348-349), obteniéndose:

Iz, I 1hi— sl

J=i+1

(21) detH = —; - > 0.
IT IT n=rmi? T = 1R
=1 r=141 t=1

La expresién (21) es valida para cualquier valor m > 1, lo que implica que H sea
definida positiva. '

Se concluye que una condicién necesaria para que exista solucion de (18) es que Qg > 0.
En el caso de que Qg '= 0, la dnica solucién posible es x =0 y, por tanto, Q; = 0,

j=1,--+,m. Se supondrd a partir de aqui que Qg > 0.

3.1 La funcidn racional asociada.

Para abordar la solucién del sistema (18), conviene definir la funcién

22 Py B L),
] J

=1

que toma la forma de una densidad espectral compleja como (8), aunque, en principio
puede ser negativa sobre la circunferencia unidad. Se llamard a P(z) funcién racional
asociada al sistema (18) y jugard un papel importante en la solucién del sistema.

Enunciamos a continuacién algunas propiedades de la funcién racional asociada (22).

a) Los polos de P(z) son hj, (h})™', j = 1,---,m, y sus respectivos residuos son Q;h;,
_Qj‘/h;v J = 17" s, Mm.
b) Los polos de P(z)/z son hj, (h}‘)_l, Jj=1,.--,m, y sus respectivos residuos son @;,

_Qj‘aj':lv"'vm'

¢) La funcién racional asociada (22) puede expresarse alternativamente como

m B *(p*)—1
@ pe= Y| 2 S
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Se deduce de a.
d) La funcién P(z) tiene simetria respecto a la circunferencia unidéd, es decir, P(z) =
P*(1/2*). Ademais puede ponerse en la forma

QW
@) PE) = B@E- (=)

donde H(z) = H(z — 1), Q(2) = SkmcnpnqkzF, G =q* 4, k=1,---,n,n <m.

La demostracién de la simetria es facil a partir de (22) y (23). La expresién (24)
deriva de la simetria, y para comprobar que n < m basta calcular el término de mayor
grado del numerador de (23) y tener en cuenta que @ es real y positivo.

e) El numerador de P(z) en (24), Q(z), es factorizable en la forma
(25) Q(z) = G(2)G*(1/="),

siendo G(z) un polinomio, si y solo si @(z) tiene todos sus ceros de médulo unidad de

orden par.

Para demostrar e) suponemos que las raices de Q(z) de médulo menor que la unidad
son wj, j = 1,- -+, ng, con multiplicidades r; respectivamente y Lr; = v, y que las raices del
médulo unidad son vj, j = 1,---,n1, con multiplicidades 2s; respectivamente, ¥s; = N,
v+ N =n < m. De (24) se deduce que (w;)_l;j =1,---,ng también son raices de Q(z)
con médulo mayor que la unidad y las mismas multiplicidades que w;. Definiendo

no n
(26) G(z)= o [[(z =<))7 [I(z = ve)™,

j=1 k=1
y eligiendo las ¢; iguales a w; 6 a (w})™" alternativamente se halla la factorizacién deseada
sin mds que calcular la constante o.

Reciprocamente, si es vélida la factorizacién y v; es una raiz de médulo unidad de
G(z), también lo serd de G*(1/2z*) con la misma multiplicidad, por lo que en Q(z) tendrd

multiplicidad par.
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f) Si es posible la factorizacién (25), G(z) no tiene raices nulas y el grado de G(z) es
n = v + N, el nimero de factorizaciones posibles, con G(z) del mismo grado y salvo

constante de mddulo unidad, es
no

(27) [+
j=1

Ademss, si G(z) factoriza a Q(z) segin (25), e'#2*G(z), con ) entero positivo o nulo,
y ¢ real arbitrario, es otro polinomio que también factoriza a Q(z).
Este resultado se deduce inmediatamente de ).
g) Las siguientes condiciones son equivalentes:
- Q(z) es factorizable en la forma (25) (factorizacién espectral).
- P(e*) > 0, para cualquier —7 < 8 < 7.
Esta propiedad es consecuencia inmediata de los teoremas de representacién de L.
Fejér y F. Riesz para funciones trigonométricas no negativas (Grenander- Szegd, 1958, p.
20, Edwards, 1982, 12.13).

h) El desarrollo en serie de Laurent de P(z) en una corona circular abierta {z € C|r;| <

|z| < 72}, siendo ry = max{|h;|, j =1,---,m} yro =1/r1, es
(28) P(2)= Qi+ {2 Qr)* =5+ 4D Qih5 =7
j=1 k=1 | j=1 s=1 | j=1

3.2. Condiciones de existencia de soluciones y su expresion.

Se estudian a continuacién las expresiones equivalentes del sistema de ecuaciones (18),
deducidas a partir de una expresién integral de los coeficientes y una condicién necesaria
y suficiente que deben satisfacer las soluciones del sistema. Estos resultados se relacionan
con la funcién racional asociada al sistema y finalmente se hallan las soluciones.

El método de solucién que se propone para el sistema (18) se basa en la factorizacién

integral de los coeficientes de la matriz H. La propiedad que se utiliza se puede expresar
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en la forma siguiente: si v, w son nimeros complejos de médulo menor que la unidad se
cumple

4 d 1 d
(29) L =i - 9- =—7/ z

1—vw* 27 J_, (e —v)(e7* —w*) 2w Jy z(z —v)(z7! —w*)

donde U indica la circunferencia unidad recorrida en sentido positivo.

La propiedad (29) puede considerarse como una consecuencia directa de la igualdad
de Parseval en el espacio de sucesiones de cuadrado sumable; evidentemente puede de-
mostrarse ficilmente por integracién en el campo complejo.

Sustituyendo (29) en (18) se obtiene, para cada s entero positivo o nulo, un par de

sistemas de ecuaciones equivalentes al propio (18),

. a: Tk 27 1dz .
(30) Qjh; = 27” /U PR Py j=1,2,---,m
—-s—l
*(Bp*\S _ x]'zk dz - P
e OO = e e BRI

Para obtener los sistemas equivalentes (30) y (31) se han utilizado las relaciones

R z7ldz _ z*"1dz

(32) S eme T~ e
T s 2z 1dz _ z7*"1dz

(33) (R3) /U Gz =)z — 1Y) = /;] (z—he)(z" - k)

que se deducen integrando por residuos en el recinto interior y exterior respectivamente.

Sustituyendo (30) y (31) en el desarrollo en serie de Laurent de P(z) (28), y en virtud
de la unicidad de los coeficientes de dicha serie, s€ obtiene,

m *

La ecuacién (34) constituye una condicién necesaria a satisfacer por las soluciones del

sistema (18). Por otra parte (34) es una factorizacion de P(z) en la forma

G(2)G"(1/2")

) PO = Bom/=y
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por lo que la propiedad g) de la funcién racional es, a su vez, necesaria para la existencia
de soluciones.

La ecuacién (34) proporciona también una condicién suficiente para las soluciones del
sistema (18). En efecto, supongamos que Q(z) se puede factorizar como en (34); dividiendo
(34) por z y hallando los residuos correspondientes a los polos interiores al circulo unidad
hj, j =1,-++,m, se obtiene el sistema (18).

La ecuacién (34) permite ahora interpretar algebraicamente el sistema de ecuaciones
(18): el problema planteado aparece al establecer la relacién que existe entre los coeficientes
Qj,  =1,---,m, del desarrollo en fracciones simples de P(z)/z y los correspondientes al
desarrollo del factor G(z)/H(z) de (35) que son las incégnitas zj, j = 1,---,m. No
obstante, el desarrollo que se ha presentado permite establecer que todas las soluciones de
(18), si existen, responden a una factorizacién espectral como (35) y, por tanto, (18) no
puede resolverse si la funcién P(e*®) es negativa en algin punto del intervalo [—, 7).

A partir de (34) es facil llegar a la expresién de las soluciones de (18). Identificando

22G(z LI
(36) _Hfi))zewz 5

J=1

donde ¢ es un real arbitrario, se obtiene una limitacién para A: si el grado de B(z) esn y

no se anulaen z = 0,0 < A < m—n—1. Hallando €l residuo del polo h; en (36) se obtiene

) RAG*(h;
(37) T; = e—z¢ (mJ) ( ]) s J= 17""m7
I &5
k=1,k#j

que expresa las soluciones del sistema (18), siendo ¢ una constante real arbitraria, A un
entero tal que 0 < A <m —n — 1,y B(z) un polinomio no nulo en el origen que factoriza
el numerador de P(z) como en (35).

Lo anteriormente expuesto puede resumirse en las siguientes proposiciones.
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Proposicién 1. Una condicién necesaria para la existencia de soluciones del sistema de

ecuaciones (18) es que

(38) > Q;>0.

Jj=1
Si se cumple la igualdad en (38), sélo existe solucién si Q; =0, j = 1,---,m, y la tnica
solucién en este casoes z; =0,7=1,---,m.

Proposicién 2. Las condiciones, a) la funcién racional asociada al sistema (18), P(z),
es no negativa sobre la circunferencia unidad, y b) la funcién racional asociada al sistema
(18), P(z), es factorizable como en (35), son necesarias y suficientes para la existencia de

soluciones de (18).

Proposicién 3. En las condiciones de la proposicién 2, para cada ¢ real, se pueden hallar
no
(39) L=(m-n) H(rj+1)
i=1
soluciones diferentes, seleccionando G(z) de forma que no tenga raices nulas, siendo n el
grado de G(z) en (35), n < m, ng el nimero de raices de G(z) de médulo diferente de

la unidad y las r; sus respectivas multiplicidades. Seleccionada la factorizacién (35) y un

ntmero ¢ arbitrario, las soluciones del sistema quedan expresadas por (37).

4. Consecuencias sobre la descomposicién modal.

La consecuencia inmediata de la proposicién 2 es que, dado un proceso ARMA(p, q)
como (1), el sistema de ecuaciones de la descomposicién modal (14) tiene solucién. En
efecto, los residuos R, k = 1,---,p, definen una funcién racional asociada igual a la
densidad espectral S(z), que por definicién es no negativa sobre la circunferencia unidad.

Por tanto, el interés debe centrarse en la multiplicidad de las soluciones. Por ello se

precisa una descripcién manejable de las diferentes descomposiciones modales posibles para
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poder seleccionar aquella que se adapte a las hipStesis particulares que pueden adoptarse
para la resolucion de cada problema concreto.

En primer lugar la multiplicidad de soluciones se manifiesta en la eleccién del rango,
r, de la matriz de covarianzas de los residuos modales, C. La eleccién de la descomposicién
de los residuos (16) aporta una segunda fuente de multiplicidad. Finalmente, cada uno de
los sistemas (15) proporciona miiltiples soluciones.

En 4.1 se estudia la interpretacién que, en el caso r = 1, tienen cada una de las
soluciones a la descomposicién modal.

El estudio de las soluciones de los sistemas (15) realizado en la seccién 3 restringe en
cierta medida la eleccién en la descomposicién (16); el apartado 4.2 se dedica a comentar

su relacién con la descomposicién ortogonal en procesos ARMA.

4.1 Interpretacién de las soluciones de las ecuaciones de descomposicién modal en el

casor =1.

El sistema de ecuaciones de la descomposicién modal, en el caso en que la matriz
de covarianzas de los ruidos modales, C, se supone de rango r = 1, admite diferentes
soluciones. Este hecho proviene de que existen diversos modelos ARMA que tienen la
misma densidad espectral; no obstante, el teorema de representacién espectral de pro-
cesos estacionarios (Ash and Gadner 1974, cap. 2) permite establecer la unicidad de la
descomposicién modal.

Se considera el modelo ARMA(p, ¢) dado por (1), (2) y (3). Llamando B,(z), s =
1,---, L, a los polinomios que se obtienen de B(z) al sustituir una o varias de sus raices,

Sk, por (s§)~!; los modelos ARMA(p, )
(40) AUY(G)=B(UW([ ~A-p+q+1),j€2,A=0,---,p—g—1

determinan familias de procesos con la misma densidad espectral que (1), y que su orden

MA es menor que p.
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La representacién espectral de los procesos (40) es

(41) Y(]) — / eiw(itA—ptetl) -i’((:—_—iw)-dZW(W),

donde Zw es el proceso de incrementos ortogonales asociado a W(.). La descomposicién
en fracciones simples del integrando de (41) permite hallar los modos Xi(.) a partir de su
representacion espectral

T d*
(42) Xi(5) =/ ek dZw(w),jE€Z, k=1,---,p.

e 1—z;lemiw

Es inmediato comprobar que las dj de (19) satisfacen el sistema (14) con r = 1.
Ademds, fijados A, A(z) y B,(z), y teniendo en cuenta la unicidad de la descomposicién en
fracciones simples, se ha seleccionado solo una de las soluciones de (14); las otras soluciones
del sistema (14) corresponden a la descomposicién modal de otros procesos que, teniendo
la misma densidad espectral que Y(.), responden a modelos ARMA diferentes. Por ello,

en este caso, solo una de las soluciones de (14) debe ser considerada. En efecto, la solucién

€es
_pa-A-2p
(43) d:: = % P S(zk) ) k= 1"",P7
a [[ (-2
J=1,j#k

para cada A y cada B,(z). La solucién (43) coincide con la dada en (37) haciendo los
cambios indicados en (18) y poniendo H(z) = zPA*(1/2*), G(z) = 29B}(1/2*).

Es importante destacar que cada una de las soluciones del sistema (14), con r = 1,
corresponde a la descomposicién modal de uno de los modelos (40); este hecho permite
abordar la descomposicién modal con r > 1 a través de la descomposicién de los resi-
duos (16), teniendo la seguridad de que todas y cada una de las soluciones posibles estin

representadas por el sistema de ecuaciones (14).
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4.2. Descomposicién modal y descomposicidn ortogonal.

La proposicién 2 exige que las funciones S™(z) dadas por (17) sean densidades espec-
trales, por lo que la descomposicién de los residuos (16) no es arbitraria.

A pesar de la restriccién impuesta, la descomposicién de los residuos (16) o, alternati-
vamente, la de la densidad espectral S(z), siempre es posible manteniendo que cada S™(e'?),
n =1,---,p sean funciones no negativas en [—7, 7). Por tanto, cada descomposicién adi-
tiva de la densida espectral del proceso inicial en suma de densidades espectrales ARMA
con los mismos polos conduce a un conjunto de sistemas de ecuaciones como (15). De esta
forma se introduce la principal fuente de multiplicidad de soluciones para hallar la matriz
de covarianzas de los ruidos modales C.

Se puede decir, que el problema de la descomposicién modal se reduce a descomponer
el proceso Y(.) en suma de procesos ARMA mutuamente ortogonales Y,(.), n = 1,---,r,
y elegir para cada uno de estos dltimos una descomposicién modal de rango 1. Es decir

r rop P
(44) Y(t) =Y Ya(t)= > D XFt)=) X,(t), t€Z,
n=1 n=1 j=1 j=1
donde X7(.), j = 1,---,p, representan a los modos (rango 1) de los procesos Y,(.) de la
descomposicién ortogonal de Y(.), mientras los modos de rango r de Y'(.) se obtienen por

suma de los anteriores que tengan el mismo polo.

Las ecuaciones de la descomposicién modal discutidas anteriormente sélo constituyen
una condicién necesaria para la existencia de la descomposicién modal, puesto que expre-
san las condiciones que deben satisfacer las densidades espectrales, modelos y covarianzas
de los modos. Ciertamente estas condiciones no aseguran la existencia de los procesos
correspondientes. Solo en el caso de la descomposicién de rango 1 la existencia de la des-
composicién queda asegurada a través del teorema de representacién espectral expresado
en (41) y (42). La existencia de descomposiciones modales de rangos superiores a 1 estd

ligada a la existencia de descomposiciones del proceso Y(.) en suma de procesos ARMA
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ortogonales, la cual no parece haber sido demostrada en un caso general. No obstante,
las condiciones necesarias establecidas son operativas para su aplicacién. En efecto, basta
partir de la existencia de procesos X]’?(.), j=1,---,p,n = 1,---,r (asegurada por la
construccién de Kolmogorov, ver Ash-Gardner, 1974, cap. 1) y proceder a las sumas ex-
‘ presadas en (44), para obtener procesos ARMA(p, ¢), con las propiedades de segundo orden
establecidas previamente. Por construccién los procesos obtenidos poseen descomposicién
modal de rango r. En la medida que la descomposicién modal se utilice en aplicaciones de
analisis de sefiales, siempre se puede postular que los datos de los que se dispone proceden

de realizaciones de procesos para los cuales existe la descomposicién modal, sin pérdida

alguna de generalidad.

5. Conclusiones.

La solucién del problema de la descomposicién modal de procesos ARMA estacionarios
y de L2, puede abordarse estableciendo las condiciones necesarias que deben satisfacer las
covarianzas de los ruidos modales. Las condiciones se expresan mediante un sistema de
ecuaciones no lineal.

Se han estudiado las condiciones de existencia de soluciones y su multiplicidad, asi
como su expresion.

Se muestra la relacién que existe entre las soluciones del sistema de ecuaciones y la
descomposicién modal obtenida a partir del teorema de representacion espectral en el caso
en que la matriz de covarianzas de los ruidos modales es de rango 1. En el caso de rangos
superiores se relaciona la descomposicién modal con la descomposicién del proceso ARMA

inicial en suma de procesos ARMA mutuamente ortogonales.
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