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CONDIZIONI DI RIDONDANZA PER L’EQUAZIONE FUNZIONALE
F(k(t) + R(1)) = f(k(®)) + F(R(2))

COSTANZA BORELLI FORTI

SUMMARY

In this note we study questions of redundancy concerning the functional equa-
tion f(h(z)+k(z))=f(h(z))+f(k(z)), where h and k are given functions and f is the

unknown function.

1. In questo lavoro si considera una equazione condizionale di Cauchy, dove con questa
locuzione si intende che la funzione f : X — Y, con X, Y gruppi, soddisfi ’equazione di
Cauchy relativamente a un sottinsieme Z C X x X cioe f(z 4+ y) = f(z) + f(y) per tutti
gli (z,y) € Z.

Molti lavori sono stati fatti a tal riguardo da vari autori. Dhombres e Ger hanno
proposto una classificazione di queste equazioni basata sulla natura dell’insieme Z, per
vedere se la sua natura porta alla ridondanza per una certa classe di funzioni, ovvero se
ogni soluzione dell’equazione condizionale & anche soluzione dell’equazione di Cauqhy.

Esempi di equazioni condizionali sono quelli in cui I'insieme Z & una curva del piano
che puo’ anche dipendere dalla fﬁnzione incognita.

Le equazioni

f@+ f() = f(2) + f(f(2))  f(z+R(z)) = f(2) + f(R(=))

(f : R — R & la funzione incognita, h : R — R & una funzione data) studiate da Dhombres
«([1], {21, [3]), Zdun ([7]), Forti ([5], [6]) ne sono un esempio; per esse molti risultati sono

stati ottenuti prorio nell’ottica della ridondanza.
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In questa nota considero I’equazione

F(k(t) + R(1)) = f(A(?) + F(K(t)) (1)

dove h: R — Rek: R — R sono funzioni continue assegnate con R(0) = k(0) = 0.
Questa equazione & stata studiata da Dhombres ([4]) che ha ottenuto risultati di ridon-
danza per la classe delle funzioni differenziabili in z = 0 nell’ipotesi che h+ k sia monotona
in senso stretto. In questo lavoro si danno condizioni di ridondanza, per la classe delle
funzioni continue e differenziabili in z = 0, eliminando tale ipotesi e interpretando questa
equazione come generalizzazione dell’equazione studiata da Forti sotto ipotesi opportune

sull’insieme degli zeri delle funzioni h, k e h + k.

2. Istituiamo le seguenti notazioni:

Poniamo G(t) = k(t) + h(t)

Zp ={u:h(u) =0}\{0}  Zi = {u: k(u) = 0}\{0}

Zc = {u: G(u) = 0}\{0}

P ={t>0:G() <0} P_={t<0:G() >0}

Diamo ora la seguenti definizioni:

Diciamo che vale la propietd P(Zg) se per ogni u € Zg esiste un t ¢ Zg con % >1
tale che k(u) = k(t).

Diciamo che vale la propieta P(Z) (P(Zk)) se per ogni u € Zp (Z) esiste un t ¢
Zn(Zi) con % > 1 tale che k(u) = k(t) (h(u) = h(£)).

Lemma 1. Sia f : R — R continua su R e derivabile nell’origine con f(0) = 0. Se per

ogni z € R\{0} esistono y, z con 0 < |y| < |z|, 0 < || < |z]| tali che

1) _ fe) _ 1)

Y z z

allora f(z) = zf'(0).
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Dim. Fissiamo un punto z # 0 e poniamo

5@ _ 1),

1) _ fa),
y oz

S={z:0<|z| < |z| €
T={y:0<lyl <l e
St=SNRY, T*=TnRtY, S~ =SNR-, T-=TNR",
2*=infSt, 2* =supS”, y*=infT*, y* =supT",

p = min(z*,[2**]), w = min(y*, |y**|).

Mostriamo che p = w = 0.

Se per assurdo fosse p # 0, per la continuita di f si avrebbe

&) S | @ S

Z‘ z**
Per I'ipotesi esisterebbe un punto a con 0 < |a| < z* oppure 0 < |a| < |2**| tale che:

f@) _ 1) _ S @) _ ) _ @
r = ~ a Tz -

2* pure Z** a
e cio & assurdo poiché a € S.
Analogamente si dimostra che w = 0.

Quindi abbiamo

yeT,z€S8,

T z
lim ) _ lim f=) _ f1(0) percid f(z) = zf'(0).
y—0 Yy z—0 2
yeT zES

Teorema 1. Supponiamo che sup G(t) = 400, inf G(t) = —o0, tG(t) > 0 per ogni t # 0
e che valgano le propieta P(Z,) e P(Z;). Allora se f & una soluzione di (1) continua su

tutto R e differenziabile nell’origine essa € lineare su tutto R.
Dim. Sia z, > 0 e poniamo ¢ = min(t > 0 G(¢) = z,)

1-caso h(s)) > 0, k(s) >0

0 < k(s) < z,, 0 < h(s) < z, e per I’equazione (1) si ha:

FCE(s) _ f(k(s) + R(s)) = F(R(S))
k(<) k(<)
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quindi due dei tre punti (k(s), f(k(s))), (k(c) + h(s), f(k(s) + h(s))), (h(s), f(A(s))) si
trovano su una retta parallela alla retta congiungente l'origine con il terzo punto, di con-

seguenza otteniamo

f(k(s)) _ f(zo) _ f(R(s))
k(s) < Zo < h(s)

Fh) _ f(zo) _ F(KS)
W) Sz = Ko

2-caso h(s) < 0 (quindi k() > 0), allora k(s) > z, esiste percio un punto t, > 0 e sia

oppure

il minimo con 0 < t, < ¢ tale che k(t,) = z,. Per come & stato definito ¢ deve essere
h(to) <0 e 0 < k(to) + h(t,) < k(t,) = zo.
Per la (1) abbiamo:

f(Alto)) _ f(zo) _ f(K(2o) + h(to))

h(t) = 2o = k(to) ¥ A(t,)  PPMC
F(k(to) + ht)) _ f(za) _ f(hlto)
Kto) + hto) — 2o = h(to)

3-caso h(s) = 0.

Per la P(Z}) esiste un ¢, e sia il minimo con 0 < ¢, < ¢ tale che z, = k() =
k(to), h(t,) # 0. Inoltre h(t,) < 0 per come & stato definito s.

Abbiamo quindi:

0 < k(t,) + h(t,) < k(to) = z, € per la (1) otteniamo

F(hlte)) _ f(z0) _ SUk(ta) + hlto)

h(t) = 2o — k(to)+h(t,) CPPYC
F(k(to) + b)) _ f(za) _ f(h(to)
Kto) + hto) — zo = h(to)

Gli altri casi si ottengono scambiando i ruoli di k e h.
Sia z, < 0 e poniamo ¢ = max(t < 0 G(t) = z,)

1-caso h(g) < 0, k(o) < 0 allora z, < h(0) <0 z, < k() <0 e

F(h(@)) _ fzo) . £(k(2))

h(e) = z, ~— k(o) oppure
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f(k(0)) _ f(zo) _ f(h(o))
Ho) =z, = ko)

2-caso h(c) >0 k(o) <0
allora k(o) < z, e percio esiste ¢, e sia il massimo con o <t, <0 tale che k(t,) = z,,
per come & stato definito o deve essere h(t,) > 0 quindi z, = k(t,) < k(t,) + h(t,) <O.
Per la (1) si ha:

f(k(to) + h(to))  fzo) . f(Al2o))
k(to,) + h(te) — =z —  h(t,)

oppure

f(h(to))  f(zo) . f(k(to) + (k)
h(te) — o K(to)+ h(to)

3-caso h(0) =0

Per la P(Z) esiste t, con o < t, < 0 tale che k(d) = k(t,) = 2o h(to) # 0. Inoltre
Rh(t,) > 0 per come & stato definito o.

Quindi z, = k(t,) < k(t,) + h(t,) < 0 e valgono le solite disugualianze. Percié per

ogni 7, # 0 & sempre possibile trovare z, y con |z| < |z,l, |y| < |z,] tali che:

W) _ o) _ 1)

Yy
Yy z, z

Per il Lemma, 1 segue la tesi.

Esempio 1. Il seguente esempio mostra come in assenza della propieta P(Z}) possano

esistere soluzioni non lineari della (1). Siano

sinwt |t <1
k(t)=t, h(t) = N
W=t ={3"" 3]
allora
2 t>2
=4t <2
-2 t< -2

& una soluzione continua, differenziabile in zero, non lineare.
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Esempio 2. Il seguente esempio mostra come in assenza dell’illimitatezza della funzione

G possano esistere soluzioni non lineari della (1).

-1 t< -1 ;T t<-1
Se kt)={t [Jt|<1 h(t)=¢ -t |t <1
1 t>1 -1 t>1
1 t>1
allora f)=4q1t [t <1
-1 t<-1

€ una soluzione continua, differenziabile in zero della (1) non lineare.

Nel Teorema 1 le richieste sono essenzialmente sulla funzione G.
Il teorema seguente conduce alla ridondanza sotto ipotesi piu deboli su G, ma raf-

forzando le richieste su k.

Teorema 2. Supponiamo che sup G(t) = +o0, inf G(t) = —o0, k sia una funzione dispari
con k(t) > 0set >0.

Valgano le propieta P(Z,) e P(Zg) e Py = P_.

Allora se f & una soluzione di (1) continua su tutto R, derivabile in zero, f & lineare

su tutto R.
Dim. Sia z, > 0, esiste un t e sia il minimo in valore assoluto tale che G(t) = z,.
l-casot >0

a- h(t) > 0 allora

0<h(t) <z 0< k(t) < z, e per la (1)

f(r(t) _ f(zo) _ k(1))
RS S e, S R

f(k() _ f(zo) _ f(A(Y))
OB RO

oppure

b- h(t) < 0 allora k(t) > z, ed esiste un { e sia il minimo tale che k(f) = z,, con 0 < f < ¢.

Per come & stato definito ¢ & h(f) < 0.



Condizioni di Ridondanza... - 99
by- k(#) + h(f) > 0 allora k(f) > —z, e per la (1)
£ _ flzo) _ fD+AD)
WD) Sz S kDT AQ)

F@ + (D) _ flz) _ fBD)
KO+RD =0 - A

by k(f) +h(f) < 0 allora poich¢ P, = —P_, si ha k(~%)+ h(—1) > 0, quindi (%) >

ppure

z, ed esiste percio un —% e sia il massimo tale che h(——i\) =z, con —t > —t < 0.
Poiché k e dispari —z, < k(—1) < 0 quindi 0 < k(—%) + h(—) <z — O e per la
(1)

FRD) _ flmo) _ fH=D) + (=)
KD = 2 = KD+ A

F=D + (D) _ flz) _ FR(=D)
KD+h(=D ~ @ -~ KD

Osserviamo che poiché f era il minimo per cui k(f) = z,, per la P(Zg) non pud

essere k(f) + h(¥) = 0.

oppure

c- h(t) = 0. Per la propietad P(Z;) esiste un £ e sia il minimo tale che k(t) = k(%) = =,
convt' ¢ Z, 0<1?<t Ovviamente h(f) < 0 e per P(Zg) k(%) + h(¥) # 0.
c1- 0 < k(}) + h(f) < z,. Perla (1)
f(r®) _ f(zo) _ f(EE) + h(D))
h#®) = = T k@) +R(E)

£ +h®) _ flzo) _ f(RD)
KD A © o © k(D

ca- k(f) + h(F) < 0. Poiché Py = —P_, & k(~f) + h(—£) > 0 cioé h(—f) > zo, quindi

oppure

esiste un —f con —f < —% < 0 tale che h(—t) = z, e inoltre —z, < h(~f) < 0.

Per la (1)
fk(=1)  fl=o) o fR(=D) + h(=1))
KD = @ = k(=D+h(-D
f(k(—f) +h(=1) _ f(zo) _ f(K(=2))
E(=t)+h(=t) ~ =z, — k(=)

oppure
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2-caso t < 0.
Poiché k(t) < 0 per t < 0 allora h(t) > z, ed esiste quindi un £ e sia il massimo tale
che h(f) =z, cont <t < 0.

a- —z, < k(f) < 0.

F®) _ f(zo)  fRD)+ h(E)
k) = 2, — K@)+ RQ)

fk(®) +h() _ f(zo) . [(F(E)
O +RE T oz T k@)

b- k(f) < —z, poiche k & dispari k(—t) > z, e quindi esiste un —{ e sia il minimo tale

oppure

che k(—f) = z, con 0 < —f < —1.

Per come & stato definito ¢ & h(—%) < 0 e k(=%) + A(—%) > 0.

Infatti se fosse k(—%) + h(—f) < 0 sarebbe allora k() + k() > 0 quindi A() > z,,
assurdo per come & stato definito .

Se invece fosse k(—f) + h(—f) = 0 per P(Zg) esisterebbe un —t* ¢ Z¢ tale che
k(—%) = k(—t*) = z, con 0 < —t* < —t e cid & assurdo per come & stato definito —1.

Quindi 0 < k(—%) 4+ h(—1) < z, e per la (1)

(=) _ f(zo) _ FOH(=D) + h(=D)
WD) © @ o k(D) h(-D

oppure

FOH=D) 4 (D) _ f(mo) _ f(h(=D)
k(—t)+h(—t~) oz, T h(-1)

c- k(t) = —=z,. .

Per la P(Zg) esiste un ¢ ¢ Zg con < < 0 tale che k(¥) = k({) = —z, e sia il
massimo. Allora k(—%) = z,, per la disparita di k; h(—%) < 0, per come & stato definito ¢
e k(—t) + h(=t) > 0.

Infatti se fosse k(—%) + h(—%) < O sarebbe k(f) + h(f) > 0 h(f) > z, assurdo per

come ¢ stato definito %.
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Se invece fosse k(—%) + h(—tildet) = 0 per P(Zg) esisterebbe un —t* ¢ Zg con
0 < —t* < —1 tale che k(—%) = k(—t)*) = z,; cio & assurdo per come & stato definito —t.

Quindi 0 < k(=) + h(~1) < z, & per (1)

F(h(=D) _ flza) . fOR=D) + h(=H)

R = @ = k(D)4 A(—T) TPUE
fle(=t) + h(-)) _ f(za) _ f(R(-1))
KD +h(—D) — 2o — h(=D)

Il caso z, < 0 & analogo al precedente.
Perci6 per ogni z, # 0 & sempre possibile trovare z, y con |z| < |z,|, |y| < |z,| tali

che:

1) _ flza) _ S)

y Zo z

Per il Lemma 1 segue la tesi.

Esempio 3. Il seguento esempio mostra che in assenza della propietd P(Zg) esistono

soluzioni della (1) continue su tutto R, derivabili in zero non lineari. Siano:

Mﬂ:th@:{_t <1 ﬂﬂz{MMﬂN £20

—sign(t) [t >1 —|sen(nt)] t<0
Esempio 4. Il seguente esempio mostra che se G non & limitata esistono soluzioni della

(1) continue su tutto R, derivabili nello zero non lineari. Siano:

1 t>1 3 t>3
k)=t (] <1  h(t)=sent f(t)=(t [t <3
-1 t< -1 -3 t< -3

Teorema 3. Sia k una funzione dispari tale che k(t) > 0 per ogni t > 0, sup k(t) = +co.
Valgano le propieta P(Zg) e P(Z;) e inoltre Py = —P_.

Allora se f & una soluzione della (1), continua, derivabile nell’origine f & lineare.

Dim. Sia z, > 0 allora esiste un ¢t > 0 e sia il minimo tale che k(t) = z,. Ovviamente per

la P(Zy) h(t) # 0
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1-caso h(t) > 0, G(t) > z, quindi esiste un { e sia il minimo con 0 < ¥ < ¢ tale che

G(?) = z,, quindi 0 < k(¥) < 7,; 0 < h(f) < z, e per la (1)

@) _ f(z) _ fR®)
RO S oz, k)

oppure

F@®) _ fz) _ FBD)
WD S @ h(D

2-caso h(t) < 0, G(t) < z,.

a- k(t) + h(t) > 0 allora h(t) > —z, e per (1)

f(h?)) _ f(zo) _ f(K(t) + R())
ME) S e, S R R PP
£+ ) _ f) _ FB)
k() +RE) T oz, T h(t)"

b- k(t) + h(t) < O allora poiché Py = —P_, k(—t)+ h(—t) > 0 e quindi h(—t) > z,.
Percié esiste un —1 e sia il massimo con —t < —f < 0 tale che h(—t) = z,. Inoltre
-z, < k(—%) < 0 e quindi 0 < G(-%) < z,, per la (1) si ha:

(D) _ fl@o) _ (=D +h(=D)
KD = o, = KD+H-D

oppure

(D +h(D) _ fzo) _ SH=D)
DA = @ = KD

Poich¢ vale la propieta P(Zg) allora k(t) + h(t) # 0.

Il caso z, < 0 & analogo al precedente. Quindi per ogni z, # 0 & sempre possibile

determinare z, y con |z] < |z,; |y| < |z,| tali che

@< f(=,) < f(z)

Y Z, z

¢ per il Lemma 1 segue la tesi.
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Esempio 5. Il seguente esempio mostra che se Py # —P_ possono esistere soluzioni della

(1) continue, derivabili in zero non lineari. Siano:

t  t<-1
-1 -1<t<—3 -2t-1 t<-1
kt)y={2t —-1<t<i  h(t)=( —t It <1
1 1<t<l -i-1 t>1
t t>1
0 t< -2
—t-2 -2<t<-1
ft) =
t -1<t<l
1 t>1

Teorema 4. Supponiamo che tG(t) > 0 per ogni t # 0; supG(t) < +oo inf G(t) > —oco.
Valgano le propieta P(Z)) e P(Zy);

sup k(t) + sup h(t) = +oo, infk(t) + inf h(t) = —co.
Allora ogni soluzione della (1) continua e derivabile nell’origine & lineare.

Dim. Poniamo A = sup G(t), —B = inf G(¢t). Senza ledere la generalitd posso supporre
A < B. Per quanto dimostrato nel Teorema 1 e per la continuita di f si ha che f é lineare
in [-B, A]. Sia ora z, tale che A < z, < B, poiché una almeno delle.due funzioni h, k &
illimitata superiormente su R, sia per esempio k, allora esiste un ¢ > 0 tale che k(t) = z,
e ovviamente h(t) < 0. Quindi 0 < k() + h(t) < A e percid —B < z, < h(t) < 0.

Per la (1) si ha:

f(zo) = F(k(t)) = f(k(t) + h(t) = f(h(t)) = f'(0) = ..

Per la continuitd di f posso prolungare linearmente fino a B.
Sia ora Tp = sup;5q{k(s) < B per ogni s < t} allora k(Tg) = Be —B < h(Tg) < 0.

Per come ¢& stato definito Ts e per la continuita di h & possibile trovare un intorno destro
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U di T ed v tali che per ogni t € U si abbia h(t) > —B, B < k(t) < B + v. Per la (1) si
ha:

F(k(2)) = F(k(t) + h(t)) — f(h(2)) = f'(0)k(t),

cioe f & lineare in [—B, B + v].
Con un ragionamento analogo a quello precedente posso estendere la linearita di f
all’intervallo simmetrico [-B — v, B + v]. Iterando il procedimento sin qui sequito posso

estendere linearmente f su tutto R.

Osservazione. Se entrambe le funzioni h, &k sono limitate allora esistono soluzioni non
lineari. Basta a tal scopo considerare due funzioni limitate entrambe positive su Rt e
entrambe negative su R™; detto (—B, A) il codominio di G si dimostra che la soluzione
generale di (1) continua su R e derivabile nell’origine ha la forma:

at t€[-B,A]

fe) = {¢<t) t¢[-B,4]

dove ¥ & un arbitraria funzione continua tale che ¥(—B) = —aB, ¥(A) = aA.
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