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CALCULO RAPIDO DE LAS FUNCIONES DE BESSEL MODIFICADAS
Kis(X) E I;,(X) Y SUS DERIVADAS

LL. CLosAs Y J. FERNANDEZ RUBIO

ABSTRACT

En este trabajo discutimos la resolucidn de la ecuacién de Bessel.

d’y  1d 2/ 2
;i?-i-;gz——(l—s [z*)y = 0.

Las funciones de Bessel modificadas K, (z) e I,(z) son las soluciones a la ecua-
cidn anterior cuando v = is . El valor de la funcidn Kis(z) es real y el de la
funcidn I;s(z) es complejo por ello definimos en su lugar una funcién real Miy(z).
La funcidn I;s(z) resultard ser una combinacidn de las funciones Kis(z) y Miq(z).
Daremos algunos desarrollos en serie de Mi,(z) y Kis(x) junto con sus derivadas

con una precisién de 8 decimales.

1. Introduccién

Las funciones de Bessel modificadas K;,(z) e I;,(z) juegan un importante papel en
algunas estructuras de la teoria del potencial [1] y en problemas de microscopia electrénica
sobre muestras semiconductoras con perfil de dopado exponencial [2] .

El célculo de ambas funciones se puede hacer a través de su representacién integral,
de gran tiempo de cilculo, o mediante desarrollos en serie. Hemos elegido la segunda
'opcidn para obtener K (z) e Ijs(z) pues en la mayoria de casos pricticos ambas funciones

aparecen en los coeficientes de una serie [2] , por lo que se deberan de calcular repetidas
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veces, siendo de suma importancia su clculo en un tiempo minimo. Para poder disponer
de un método de medida de la precisién de las funciones obtenidas por desarrollo en
serie hemos construido otro procedimiento de cdlculo de las mismas funciones basado en
integrales. Como veremos posteriormente K;,(z) es real e I;,(z) compleja y de expresién

dada por:

ch(sII)
I

sh(sII)

(1'1) I,',(it) = o

Mi,(z) -1 Kis(z)

Donde la funcién M;,(z) es real.
Desarrollamos también las derivadas de las funciones K;,(z) y Mi,(z) respecto a
la variable 2. Las derivadas son necesarias en problemas con condicién de contorno de

Neuman.

2. Métodos basados en representaciones integrales.
En este apartado desarrollamos algunas expresiones de interés que ademds proporcio-

nan una via para comprobar la precisién de los desarrollos en serie. De [3] tenemos.

I 0
(2.1) I(z) = l/ %% cos(v8)do — §E1—(11—11—)/ e TNVt |argz| < I
{o o]
(2.2) K,(z) =/ e~ cos(vt)dt
0

Las expresiones (2.1) y (2.2) conducen a la expresién

ch(sII)
II

.sh(sIT)
I

(2.3) Liy(z) = M;,(z) - Kis(z), con
(2.4) M;,(z) = —h(l_H) /H €< ¥ch(s0)db — th(sII) /oo e~ *Mgen(st)dt, y
ch(sII) Jo 0

(2.5) Kis(z) = /o°° e~ %t cos(st)dt
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mientras que las derivadas de las funciones anteriores vienen dadas por

(o)
(2-6) Kl (z)=— / chte™ bt cos(st)dt
0

314 oo
2.7 M (z) = m /0 €*°°*%ch(s0)cosfdd + th(sII) /0 e~ *htsen(st)chtdt

Las expresiones de (2.2) a (2.6) son facilmente obtenidas por métodos numéricos. Asi,
para su calculo pueden utilizarse las subrutinas de integraciéon QD@1AD y DCADRE de

la Harwell y ISML respectivamente.

3. Desarrollo de las funciones K;,(z) y M;,(z) .
Dado que podemos expresar la funcién de Bessel modificada I;4(z) como (ver [3])

(3.1) Iis(z) = %IQH(—is)(m/Z)i'F(x,s), donde
(3.2) II(—is) =T(1—-is) =A+iB
(33) F(z,s)=1+ (2/2)" + (z/2)" 4+.--=C—iD

1+is * 21(1+is)(2 + is)

I_;,(z) se deduce de (3.1) cambiando i por —i.
Para calcular Kj,(z) y Mi,(z) tendremos de (2.3) que

2
(34) Ki,(l‘) = zsh(sH) {Iw(z) Iw(z)}
(8.5) = —%{sena(AC + BD) + cosa(BC — AD)}, y
(3.6) Miu(e) = L2 {14y (2) + Lin()}

ch(sII)



56 Ll Closas y J. Ferndndez

(3.7) = Q—(‘:—H){cos a(AC + BD) — sena(BC — AD)}, donde

(3.8) a = sin(z/2)

En la Fig. 1 aparece una realizacién practica de Kis(z) y Mi,(z) paras =1y s = 2.
En ella se observa que a medida que z aumenta se produce una violenta cancelacién pues

Ki,(z) tiende mondticamente a cero.

Fig. 1. Comportamiento de K;,(z) y M;,(z).

En la Tabla I aparecen el niimero de cifras decimales perdidas en el célculo de Kis(z),
para s > z, analizando los resultados obtenidos por integracién numérica de (2.5) con los
dados por la ecuacién (3.5). En dicha Tabla se oberva que para valores de s del orden de 9
perdemos 8 decimales, es decir, dado que las funciones II(is) y F(s,z) las obtenemos con
16 decimales podremos obtener las funciones con 8 decimales de precisién si nos movemos
para valores situados encima de la linea quebrada situada en la Tabla I.

Para calcular la funcién II(zs) se ha usado la subrutina FC15AD que una da In I'(z)

proporcionada por la IMSL.
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Para z gra.nde los valores calculados de K;,(z) pierden precisién debido a una violenta
cancelacién en el célculo de K;,(z), ver ecuacién (3.4) y para valores tales que z > s

tenemos que las funciones K;,(z) y M;s(z), vienen dadas por los desarrollos en serie de

Hankel (3]
s2 s2 2)... {452 n—1)2

II 1 z 452 4+ 1)(4s% 4+ 3%)--- {452 4+ (2n — 1)?
(3.10) M;,(m)=\/-2—:—me {1+§n;<s st ) (4 (on 1P

Obsérvese que a efectos de calculo numérico, el procesado de ambas series se hace a la vez,
lo cual produce una subsiguiente reduccién en el tiempo de célculo.

Tabla I. Nimero de cifras decimales perdidas en el cdlculo de K (z) por el uso de
(3-5).
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Hay un limite superior en la precisién de las funciones obtenidas a través de (3.9). Como
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en el caso del célculo de K;,(z) para s > z, por comparacién con los resultados obtenidos

por integracién obtenemos el margen de validez de (3.9) para tener una precisién de 8

cifras decimales, ver Tabla II.

De dicha tabla se desprende que el margen de validez de (3.9) y (3.10) viene dado por:

z2>1,55+8

z>25+5

para

para

5<6

5>6

Tabla II. Nimero de términos necesarios para obtener una precisién de 8 decimales,

mediante el uso de la serie asintdtica de Hankel (3.9).

X 0 0.5 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8
9 |13 16
10 |11 12 15
11 |10 11 13 16
12 9 10 11 13 16
13 8 9 10 12 14 21
14 8 9 10 11 13 17
15 8 8 9 10 12 15 21
16 7 8 9 10 11 14 18 26
17 7 8 8 9 11 13 17 22
18 7 7 8 9 10 12 15 19 26
19 7 7 8 9 10 12 15 18 23 33
20 6 7 8 9 9 11 14 17 21 27
21 6 7 7 8 9 10 14 17 19 21 38
22 6 6 7 8 9 10 13 16 17 19 30

En la Fig. 2 aparece explicitado en el plano (sz) las zonas de validez de cada una de las

expresiones descritas para el cdlculo de las funciones K;,(z) y M;,(z) con 8 decimales de
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precision.
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Fig. 2.

4. Derivadas de K. (z) y M;.(z) .
Dado que el orden de las funciones es imaginario puro no se pueden calcular sus
derivadas por la férmula de la recurrencia por lo que desarrollamos unas expresiones a

partir de las férmulas de (3.1) a (3.3) y deriando respecto a x tenemos

(4.1) I\(z) = E}-I(—:;SE)H(-—is)(m/Z)"’G(s,x), donde
z z/2)?
(4.2) G(s,z) = F(s,z) + ;;F’(z,s) =1+ (1 + ;2;) (1—_%

4 (z/2)* _ .
+(1+£)m+-~—E+zF

I' ;. (z) se deduce de (4.1) cambiando i por —i. El célculo de las funciones derivadas se
hace aparte de las ecuaciones (3.4) y (3.6) introduciéndoles los valores de I} (z) e I ()

anteriormente citados que para s > z queda

(4.3) Kl (z) = -% [cos a(AE — BF) — sena(BE + AF)]
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(4.4) M, (z) = _31_1(%1'1_) [sena(AE — BF) + cosa(BE + AF)]

Aunque la serie G(z, s) es de convergencia ligeramente mas lenta que la F(z, s) la precisién
es parecida, por tanto los margenes de validez también lo serdn.

Similarmente al cdlculo de K;s(z) , €l cdlculo de K},(z) resultard dificil debido a la
cancelacion citada anteriormente en la regién monétona z > s.

En la regién = > s aplicamos unas expresiones obtenidas a partir de (3.9) y (3.10) de

las que se cogen los términos necesarios para tener la precisién deseada.

(45)  Ki(z)= \/ge-z - (1 + 2—1:5-) {1 - ‘,112!8*;1 s *'2,1()2‘:;: +5) +}

4s24+1  2(4s% +1)(4s% + 32
_(W){ e ;!()s(z)’Jr )+'”}

(4.6) Ms’a'w)=\/ggl%(l-glg){l—‘iﬁ;l+(432+2!1()é:;z+32)+-..}

452 +1  2(4s? +1)(4s% + 32
—(l/z){ o - ( ;!(Zz(z)er )+'"}

5. _Conclusiones.

Hemos desarrolado un método de célculo de las funciones K;,(z) e I;s(z) junto con
sus derivadas, obteniendo una precisién de 8 cifra:s decimales en desarrollos en serie lo cual
le confiere una gran rapidez de calculo. Se han comprobado estos calculos por métodos
integrales y ademds concuerdan exactamente con los dados por Murashima [4] , habiéndose

extendido nuestro estudio a un margen mayor de valores para z y s.
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