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SOBRE ALGUNAS MEDIAS DE FUNCIONES ASOCIATIVAS

M.S. ToMAsS

ABSTRACT

Some functional equations involving means of associative functions are

investigated.

En general las medias de dos funciones asociativas no son asociativas (ver [3] ). En
este trabajo se calculan las t-normas estrictas tales que su media aritmética o geométrica es
el producto y, bajo ciertas hipStesis de diferenciabilidad se estudian las t-normas estrictas

tales que su media es una t-norma estricta.

Definiciones. Una t-norma es una operacién binaria en el intervalo unidad [0,1] , aso-
ciativa, conmutativa, no decreciente respecto a cada variable y con el 1 como elemento
unidad. Una t-norma T es arquimediana si es continua y T(z,z) < ¢ para todo z de

(0,1) y es estricta si es continua y estrictamente creciente en (0, 1]2.

El siguiente teorema, debido a Ling [4], nos da una representacién para las t-normas

arquimedianas.

Teorema 1 Una t-norma T es arquimediana si y sdlo si admite la representacién T'(z,y) =
FEV(f(2) + f(y)), donde f es una funcién de [0,1] en [0, +o0o] (llamada generador aditivo
de T ) continua, estrictamepte decreciente, con f(1) = 0y (-1 es una funcién continua
de [0,+00] en [0,1] (lamada pseudo-inversa de f ) dada por f(~V(z) = f~1(z) si z es de
[0, f(0)] y f"V(z) = 0 para todo = > £(0).
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Veamos, en primer lugar, como del hecho de que la media aritmética de dos t- normas

estrictas sea el producto se deduce que las dos t-normas son necesariamente el producto.

Proposicién 1. Sean S y T t-normas estrictas de generadores s y t respectivamente tales
que s y t son derivables en (0,1], s' y t' son distintas de cero y continuas en (0,1]. Si
S y T verifican la ecuacién (S(z,y) + T(z,y))/2 = zy para todo z,y de [0,1] , entonces

S(z,y) = T(z,y) = zy para todo =,y de [0,1] .

Demostracién. Escribiendo la ecuacién que se quiere resolver en funcién de s y ¢, tenemos:
2y = s (s(z) + s(y)) + 7 (H(z) + H))-

Derivando esta ecuacidn respecto de z y respecto de y obtenemos:

e #(z)
%= 58y T 7Ty M
97 — s'(y) t'(y) @)

= ) T @)
para todo z,y de (0,1).

Si en la segunda ecuacién tomamos limite cuando y tiende a 1 se tiene que:

__tQ) s
#(2) T (z)’

Si existe zq de (0,1] tal que 2z¢t'(zo) = t'(1), entonces s'(1)/s'(z¢) = 0 de donde
s'(z¢) = 00, lo cual es imposible.

Asi pues, para todo = de (0,1] 2xt'(z) — ¢'(1) # 0 y por tanto, para todo z de (0,1] :

1(g) = — S ()
O Tt -y

Despejamos en (1) la expresién 1/s'(S(z,y)) y la sustituimos en (2), obteniendo:

Lt @) S
= = T T ¥ i) 9



Medias de funciones asociativas 27

Si ahora sustituimos s’ en funcién de ' resulta:

t()(yt'(y) — =t'(z)) _ yt'(y) —ot'(z)
t'(y)t'(<) t(T(z,y))

para todo z,y de (0,1], de donde:

T

t'(1)_3/_ _t'(l)t,(y)

(2) =yD,T(z,y) — s D1 T(z,y)

Sea,

T (YA
K(fv,y)=t(1)[/0 tT(/\—)+/o ;(—/\5],

entonces, como D1 K(z,y) = D2K(y,z) se tiene
yD1K(z,y) — 2D: K(z,y) = yD:T(z,y) — 2D1T(z,y) y

=Dy (K(y,z) — T(z,y)) — yD2(K(y,z) — T(z,y)) =0

de donde,

D (zy) Dy (zy)

Luego (ver [2] ), existe una funcién h derivable tal que K(y,z) — T(z,y) = h(zy) para

todo z,y de (0, 1]. Si derivamos respecto de z obtenemos:
DlT(za y) = DlK(y, :E) - yhl(my)7

es decir
=) _ )
t'(T(z,y)) t'(y)

para todo z,y de (0,1]. Para y = 1 se obtiene que h'(z) = 0 para todo = de (0, 1] de donde,

- yh'(zy)

para todo z,y de (0, 1] se tiene:

t(z) _£(1)
P(T(z,9)  #@)
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Sea u = t(z) y v = t(y), entonces
H(E W) (o)) = FOEE i+ v)).

Si g(u) = /(71 (u))/¢'(1), g verifica la ecuacién de Cauchy g(u)g(v) = g(u+v) y por tanto
existe ¢ de R tal que g(u) = e y t'(z) = #'(1)e*®), de donde —ct'(z)e~*2) = —ct'(1) e
integrando se obtiene que e~“%) = —¢t'(1)z + k donde k es una constante. Si sustituimos
para £ = 0 resulta que k¥ = 0 y necesariamente ¢ es de R*. Despejando t(z) se tiene:
t(z) = —In(—ct'(1)z)/c y, paraz =1 0= —In(—ct'(1)), de donde —ct'(1) =1y

t(z) = t'(1)Inz, luego T(z,y) = zy para todo z,y de [0,1]. Ademids S(z,y) = 2zy —

T(z,y) = zy para todo z,y de [0,1].

El resultado de la proposicién anterior sigue siendo cierto si sustituimos la media

aritmética por la media geométrica.

Proposicién 2. Sean S y T t-normas estrictas de generadores s y t respectivamente
tales que s y ¢ son derivables en [0,1], s’ y t' son distintas de cero y continuas en [0, 1],
1/(z%t'(z)) es una funcién integrable y existe zli.rf)l+ zt'(z).

Si S y T verifican la ecuacién (S(z, y)T(z,y))!/? = zy paratodo z,y de [0, 1], entonces

T(z,y) = S(z,y) = zy para todo z,y de [0, 1].

Demostracién. Si escribimos la ecuacidn a resolver en funcién de s y t tenemos:

22 = 57 (s(z) + s(y)) ™ (t(2) + 1(0).

Derivando respecto z y respecto y se tiene:

= )Y OV ) X
g W oD
Rt o) R AT () X
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para todo z,y de (0,1). Si tomamos limite cuando y tiende a 1 en la iltima ecuacién,

resulta:
s'(1)
S(@)"

de donde, de la misma manera que en la proposicién anterior, se deduce que:

> =)

+

iy S (D(z)
@) = ) -

para todo z,y de (0, 1]. Despejamos en (3) la expresién T(z,y)/s'(S(z, y)) y la sustituimos

en (4) con lo que tenemos:

2 _ t'(y) s'(y) t(z)
e = S Vg, ) O VT )

Sustituyendo s’ en funcién de ¢/, S en funcién de T y operando convenientemente, obte-

nemos:

v’ yt'(y) - (1) _ S, y)ut () —at'(z)) | ay’(2at'(z) — (1)

t'(y) t'(T(z,y)) t'(z)
¥ eyt (y) - ot/ () _ (vt(y) = at'(2))s?y?
#(0)1(@) (T (@ 0)T(z,9)
P HQ) 1 #y) 1 #()
et VI Y T(ay) FT(@y) | T(ey) () ®)

Luego, si definimos la funcién:

, T dA v_di
K(z,y) =t (U[[) t'(A)A2 +/(; t’(,\)/\Z]'

entonces se verifica:
zD1K(z,y) — yD: K(z,y) = yDoInT(z,y) — D, InT(z,y) y

eDy(K(z,y) + InT(z,y)) — yD2(K(z,y) + InT(z,y)) =0

de donde:

Dy(K(z,y) +1nT(z,y)) D2(K(e,y) +1nT(z,9))| _,
Dl(zy) Dg(.’ty) -
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y existe una funcién derivable h tal que K(z,y) + InT(z,y) = h(zy) para todo z,y de

Derivando esta ecuacion respecto z se tiene:

#(1) 1 #(2)

7@ T T(ag) i@y Y V)

Para y = 1 resulta:
1y 1
! —_— -—
h(e) = t'(z)z?

z
De estas dos tiltimas ecuaciones deducimos que:
t'(1) t'(z)z _vQ)
t(e)z * T(z,y)t'(T(z,y))  t'(zy)zy
Sea g(z) = t'(1)/(¢'(z)z) para todo z de (0,1].

Entonces g(T(z,y)) = g9(z)(¢9(zy) — 9(z) + 1) para todo z,y de (0,1] y de la ecuacién

(5) se tiene que:
(9(z) = 9(y))(9(z)9(y) — 9(T(=,y))) = 0 para todo z,y de (0,1].

Luego (9(=) - 9(y))(9(2) + 9(y) — 9(zy) — 1) =0.
Por otro lado lil‘f)1+ g(z) # oo pues si ocurriese esto, entonces lirg+ zt'(z) = 0, pero
z— —
tomando limite cuando z tiende a cero en la expresién:

oy S (Wt'(z)
$(@) = St — )

resulta que:

0> hm s'(z) = t'(g)) llm t(z)>0

con lo que se llega a contradiccién.

Sea k = Ili’rg*_ g(z) .

Si g(x) # k, entonces g(x) = 1, luego g(z) € {1,k} para todo = de (0,1] y g es una
funcién continua, de donde g es una funcién constante igual a 1y t'(z) = t'(1)/z para todo
z de (0,1] y T(z,y) = =y para todo z,y de [0,1]. Ademés S(z,y) = z?y?/T(z,y) = zy

para todo z,y de [0,1].
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La siguiente proposicién muestra un resultado dndlogo al de la proposicién 1 susti-
tuyendo el producto por una t-norma cualquiera pero afiadiendo una condicién al compor-

tamiento de las derivadas de los generadores de las t-normas en el punto 0.

Propogicién 3. Sean S, T, y K t-normas estrictas de generadores s, t y k respectivamente,
derivables en (0, 1] , con derivada distinta de cero y continua en (0, 1] y z11'1})14_(#(:1:) Jk'(z)) =
t'(1)/k'(1). Si (S(z,y) + T(z,y))/2 = K(z,y) para todo z,y de [0, 1], entonces T(z,y) =
S(z,y) = K(z,y) para todo z,y de [0,1].

Demostracién. Si derivamos la ecuacién a resolver respecto = y respecto y, obtenemos:

s'(z) t'(z) 9 k' (z)

$'(S(z,y)) "~ t(T(z,9)  K(K(z,9))
s'(y) t'(y) K (y)

Sy T 0T (@) K ()

(6)

(7
para todo z,y de (0,1).

Tomando limite cuando y tiende a 1 en la ecuacién (7) tenemos:

o(a) = — L I@K @)
2k (1)t'(z) — (1)K (z)

para todo z de (0,1], pues 2k'(1)t'(z) — t'(1)k’(z) # O para todo = de (0,1], debido a
que; sf la funcién se anulase en un punto zo de (0, 1], entonces s'(1)/s'(zg) = 0, lo cual es
imposible por hipdtesis.

Si sustituimos s’ en funcién de t' en (6) y (7) y eliminamos la expresién s'(S(z,y)),

obtenemos:
¥e)  __ t()
k(K(z,y)) t'(T(z,y))
K (2)t'(z) 2K' (W' (y) —t'(DE'(y) , 2K'(y)  _ t'(y) )
k' (y)t'(y) 2k' (1)t (z) — ' (1)k'(z) “k'(K(z,y))  t(T(z,y))"’
de donde:

2 (e H@EE) W) — ' (OF ),
k'(K(2,y)) t(y) 2K'(Dt'(z) —t'(1)k'(2)
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Dl e - KEEE RO - HORG),
7Tz v) Fly) 2F(Dz) — #()R ()

F(z) ¥'(T(=,y)) H(T(z,v))

0= (K@) - k(z)t’(y))(k'(l),f,((’))—t'(l)t,(y) SRS

0= (¢) - H@ ) (F Ot @) - e 2)

para todo z,y de (0, 1].

Si en la igualdad anterior tomamos limite cuanto y tiende a 0, utilizando la hipdtesis
Il_i_.r:’1+(t'(z)/k'(:z:)) =t'(1)/k'(1) se tiene que:

= () ~ K@) b () YO 3 @)

y t'(z) = (¥ (1)/k'(1))k'(z) para todo z de (0,1], de donde existe una constante c tal que
t(z) = (#'(1)/k'(1))k(z) + ¢ para todo z de (0, 1], pero para £ = 1 se tiene que ¢ = 0 y por
tanto T'(z,y) = K(z,y) para todo z,y de [0,1]. Ademds S(z,y) = 2K(z,y) — T(z,y) =
K(z,y) para todo z,y de [0,1].

Finalmente se generaliza la proposicién anterior al caso de una media cualquiera.

Proposicidn 4. Sean S, T y K t-normas estrictas de generadores s, t y k respectivamente,
derivables en (0, 1], con derivada distintas de cero y continua en (0,1] y
Ilirgl+(t'(z)/k'(w)) = t'(1)/k'(1). Sea f una funcién del intervalo unidad en si mismo,
derivable en (0,1], con derivada distinta de cero y continua én (0,1], con f(0) =0y
FfQ) =1. Si fY((f(T(=z,v)) + F(S(z,¥)))/2) = K(z,y) para todo z, y de [0, 1], entonces
T(z,y) = S(z,y) = K(z,y) para todo z, y de [0,1].

Demostracidn. Sillamamos T*, S* y K* a las t-normas estrictas de generadores ¢t o f~1,

so f~1 y ko f! respectivamente, se tiene que:

T*(f(=), f()) + §*(f (), f(y)) = 2K*(f(2), f(v))
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para todo z, y de [0,1].
Haciendo el cambio de variable f(z) = u, f(y) = v resulta que:

(T*(u,v) + S*(u,v))/2 = K*(u,v)

para todo u, v de [0,1].

Ademas:

o GofTY(@) L H) | #) _ (o f7Y()
e=0+ (B0 f1)(z)  vor F(y)  F(1) (ko f)(1)

Luego T*, S* y K* verifican las hipdtesis de la proposicién 3 y, por tanto T*(z,y) =
S*(z,y) = K*(z,y) para todo z, y de [0,1], de donde T(z,y) = S(z,y) = K(z,y) para
todo z, y de [0, 1].
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