STOCHASTICA Vol. X, N2 I, 1986

*
RADICAL D'UN TREILLI RESIDUE
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ABSTRACT

We present some relations between the spectre
(mazimal) of a residuated lattice and the re-
siduated lattice of its regulars elements.

We note the characteritaation found for the
radical of a residuated lattice via the radi
cal of the residuated lattice of the regulars
elements.

Finglly, this last result is applied in the
study of the simplicity and semi-simplicity
of a residuated lattice.

0. Intrqduction.

L'objectif principal de cet article c'est de caractériser
le radical d'un treilli residué par 1'usage du radical du treilli

resudué des éléments réguliers du treilli.
Il faut deux marches pour atteindre ce but:

1. démontrer l'existence d'un epimorphisme réticulaire entre le
spectre d'un treilli residué et le spectre du treilli residué
de ses éléments réguliers (&1);

2. démontrer l'existence d'une bijection entre les respectifs

spectres maximeau (§&2).

* . .
Cet article a été accepté et lu dans le COLLOQUE DE LOGIQUE 85,
REUNION EUROPEENNE de 1'Associattion for Symbolic Logic. Paris
1985. 99
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La bijection établie en &2 nous permetra de demontrer que
le radical d'un t.r. c'est l'ensemble des éléments tels que leur
double negation ést un élément du radical du t.r. des éléments

réguliers. Ce resultat est d'intérét parce qu'il transporte le
calcul des éléments du radical d'un t.r. au connaissance des &l1&
ments du radical d'un t.r. ol la negation est une incolution et,
en plus, il satisfait les lois de De Morgan.

En conséquence nous pouvons faire une étude de la semplici-
té et de la semi-simplicité d'un t.r., En particulier, nous trou-
vons une caracterization par la quelle le radical d'un t.r. est
le filtre implicatif des éléments denses, resultat d'una claire
interpretation si le t.r. inicial est une algebre de Heyting.

Cet article est la continuation de [6] que, avec [5]1,[8] et
[71, nous donne les propriétés nécessaires pour suivre commode-

ment notre exposer.

Il faut reconnaitre l'inspiration due a l'article [3], ol
NEWITZ travaille la meme sorte de qliestions avec les inf-treillis

residués.

1. Spectre d'un treilli residué.

Soit <A,*,>,A,v,0,1> un treilli residué (cf. [3], p.2). De-

finissons une application

¢ A > A, X ->¢-|—-|(x)='l‘lx=(x + 0) » 0.

o

Les €léments fixes de ¢1j s'appellent éléments réguliers et

Rg (A) est 1'ensemble des éléments réguliers de A. Dans [61] on
demontre que <Rg (A),.,>,N,+,0,1>, ol x.y =1Kx*y) et x+y = Tlxvy),
a une structure de treilli residué que nous appelerons treilli

residué des éléments réguliers. Les structures

Spec (A) = <D(A),N,v,,{1},A > et

Spec (Rg(A)) = <D(Rg(A)),N,v {1},Rg(A)>

Rg(A)’
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representent les treillis bornés formés par les filtres implica
tifs des respectifs treillis residués i nous les appelerons spec-

tres.

-1
En plus, on & DA=¢7'] ({1}) €D(A) que appelerons le filtre
implicatif des éléments denses.

Soit X C A; désignons par.DA(X) le filtre implicatif engen-
é i d C L)
dré par X en A (et aussi DRg(A)(Y)’ od Y € Rg(A).)

1.1. Proposition. §i D €D (A), alors DNRg(A)e D (Rg(A)).

1.2. Proposition. Soit X C A tel que ¢j-](X) C X. Alors:
Drg(a) (XRg(A)) = D, (X)NRg(A) .

Démonstration: nous pouvons supposer que X#f parce que, pour

X=@, le théoreme est trivial.

Siy GDRg(A)(XﬂRg(A)) par le théoreme de la deduction comple
te (tdc) (cf. fS], prop. 6, p. 11) existent XyseeorXy € XnRg(A),

k<w, et nl,...,nk<w tels que

[n,] (nJ

Xp e e X <y,
Iyl n
ol x, = X oee axg [i=1,...,kl et, en plus, y eRg(A). Alors
on a facilement
n n [n,] [n ]
T, ..k 1 k
XqoEaL L EX < X, Coeee Xy <vy,
n, n;
ol xi' = xi* *xi (i=1,...,k); d'ol, par le tdc, y EDA(X) et
alors

y €0, (ONRg(A) .

Soit vy eDA(X)ﬂRg(A). Per le tdc. on connait l'existence de

xl,...,xke X, nl,...,nk, k<w avec



Josep Fla i Carrera, Carles Rafels i Pallarola 102

1, L,k .
1 Fee R <y et yeRg(A);

alors:

M "k
_17(x1 Foookx, T) <7y =y

ou bien:
n n
AT T (T K<y,

En plus, comme x,,...,x, €X et ¢-11(X) C X nous aurons:
j'jx],...,j'Txk € XMRg(A); de cela. nous deduissons:

[n,] [n. ] n n
) DTk < (AT x) T e @R My
et par le tdec:

Y € Do) (XPRg(A)) .

1.3. Corol.laire. Si X C Rg(A), alors nRg(A)(x) = Dp(X)MRg(A).

1.4. Corol.laire. Si D €D(Rg(A)), on a: D = DA(D)nRg(A).

Les resultats donnés dessus nous faciliterons de voir que 1tappli

cation
0:<D(A),N,v,,{1},A > +<D(Rg(A)),ﬂ.ng(A),{1},Rg(A)>
definie par: ©(D) = DMRg(A) est un epimorphisme reticulaire.

1.5. Théoreme. L'application @ est un epimorphisme réticulaire.

Démonstration: Par 1.1. et 1.3 1'application © est bien de-
finie et est une application 'sur'. C'est facile de voir que
©({1}) = {1}, 0(A) = Rg(A) et @ est morphisme de 1'intersection
de filtres implicatifs. Manque, donc, de voir que elle est mor-
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phisme de 1'operation de suprem;c'est-4-dire:

o (o

1 Va Dz) = O(DI)VRg(A)@(DZ)'

Soienf D,,D,¢€ D(A). Alors &1_{D]UD2)EDfJD2 et, par 1.2. avec
X=D]LMZ, nous avons:

0 (Dy vpD,) =(D v D,)NRG(A)=D, (D UD,) ARG (A)=
(1.2)
= Dgg(a) ((04UD,)NRg (A)) = Dpg(a) ((P1ARG(AIU(D,NRg(A)) =

= DRg(A)(D]ﬂRg(A)) VRg(A)(DRg(A)(DzﬁRg(A)) =

= (DA(DIHRg(A)) ng(A)(DA(DZ)nRg(A)) =O(D]) ng(A)e(DZ).

1.6. Corol.laire. i) Ker © =D GD(A):DSDM :

i1) D(A)/q, 0% D (RG(A)).

Seulement il faut noter que DMRg(A) = {1} si et seulement si

DEDA, ol DA est le systeme deductif des éléments denses.

1.7. Théoreme. Pour tout Die DRg(A) on a:
o' (o'} = 1o, 01,475 (") co(a).

Démonstration: il est immédiat que ¢ﬁlq(Di) appartienne a
D (A) ﬁarce que ¢1-1 est un morphisme d'ordre et de 1'operation
produit. Si nous faisons X = D' en 1.2., nous obtenons que
DA(Di) 69-1({Di}) et, finalement, que

¢alﬂo‘)ee“au‘}y

Soit maintenant, donc, un D€ p(A) tel que DNRg(A) = D' et voyons

que DGIDA(Di), ¢_'n' (01
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- si teD, alors 17kte DNRg(A) = D'; d'olG: te ¢:s1(D');

- si te€ DA(D'), par le tdc, nous savons qu'il existent

x1,...,xk€ D' et n1,...,nk,k<w tels que
n n
Ty xx K <
X1 xk =< t.
Mais, comme que xje ' = DNRg(A) pour tout je {1,...,k},
n,. n

1, Lok

X4 cee Xy €D et teD.

De i) et ii) nous obtenons que 6-]({01})S[DA(Di),¢-{l](Diﬂ

L'autre inclusion est trivial.

1.8. Proposition. Pour tout XCRg(A) nous avons: DA(DRg(A)(X))=
= DA(X).

2. Spectre maximal et radical.

Nous designerons par Spec Max (A) ou par Spec Max (Rg(A))
1'ensemble de tous les filtres implicatifs réguliers maximeaux
des reticles respectifs. Par Rad (A) et Rad (Rg(A)) les respec-
tifs radicaux, c'est-a-dire, I'intersection de tous les filtres

implicatifs maximeaux respectifs.

2.1. Proposition. 1. O(Di) = DinRg(A)e Spec Max (Rg(A)) pour
tout D, Spec Max (A);

2. ¢%L1(DI)6 Spec Max (A) pour tout
pi Spec Max (Rg(A)).

Démonstration: 1. Soit D,e Spec Max (A) et supposons 1'exis
tence d'un D e D(Rg(A)) te) que @(Di) 9.0; alors il ixiste un xeD
tel que x ¢ O(Di)‘ Mais, comme que x eRg(A), nous savons que
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x £ D,. Mais D, est un filtre implicatif maximal de A et alors
(cf[5]) il existe un n<w tel que " = x" 5 o€ D,; de plus, on
a que x" > 0 eRg (A); d'od nous obtenons que

n .
x =+ 0 eO(Di) oy D,

et alors x" > 0€D. Par modus ponens nous avons que 0€D. De tout

cela en resultera que, si D; € Spec Max (A), e(Di)e Spec Max(Rg(A)).

2. soit DeD(A) tel que ¢35 (D') gD, od Di e spec Max (Rg(A)).

Alors nous avons:
0! = ¢35 (0')NRg(A) DMRg(A),
d'od, par la maximalité du filtre implicatif D', nous obtenons:
DPRg(A) = D' ou bien DNRg(A)=Rg(A).
La derniére egalité nous conduira vers D = A, parce que 0€D; la
premiére, nous dira que D€ 0-1({D|}) et par le th.1.7 nous obtien
dfons que D = ¢%L](Di). De tout cela il en resultera que;, si

D' e Spec Max (Rg(A)), ¢%L1(D)€ Spec Max (A).

2.2. Théoreme. L'application O:Spec Max (A)—» Spec Max (Rg(A)),

D —— 0(D) = DNRg(A)

.. . a1 -1
est bijective, od 0O ol Spec Max (Rg(A)).
Démonstration: |1 faut suelement bien applier la proposition

2.1. pour voir que les anterieurs applications sont bien definies

et que leurs compositions nous donnent les applications identitées.

2.3. Corol.laire. Les ensembles Spec Max (A) et Spec Max (Rg(A))

A .
ont le meme cardinal.
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2.4, Corol.laire. Rad (A)NRg(A) Rad (Rg(A)).

Démonstration: Rad (Rg(A)) =N{p':pD'e Spec Max (Rg(A))}=

=ﬁ{ni nRg(A):DiE Spec Max (A)} Rad (A) NRg(A).

2.5. Corol.laire. Rad (A) = ¢{L1(Rad (a)).

Démonstration: Rad (A) =(1{Di:Die Spec Max (A)l=

= 0l q(01): D€ spec Max (Rg(A))} = 0=/ (Rad (Rg(A))).

2.6. Corol.laire. Rad (Rg(A)) = ¢1_1(Rad (A)).

Démonstration: |1 faut seulement le corol.laire anterieur
et le fait que ¢_]jest sur.

3. Semplicité et semi-simplicité d'un treilli residué.
Nous applierons maintenant les resultats anterieurs pour do
nner certaines caracterizations de la semplicité et de la semi-

simplicité des treillis residués A et Rg(A),

3.1. Proposition. Sont equivalents:

1. <A,*,+>,A,v,0,1> est un treill residué simple (c'est-é-di

re: avec duex congruences seulement);

2. <Rg(A),.,»,n,+,0,1> est un treilli residué simple et les
€léments denses de A se reduissent a l'unité (c'est-d-di-
re: DA = {1}.).

Démonstration: C'est une conséqlience immediate des resultats
anterieurs, si on observe que le filtre implicatif des &léments

denses est contenu toujours dans le radical du reticle A.

La condition DA = {1} est indépendente de la condition de
simplicité du treilli <Rg(A),.,»,A,+,0,15>, comme nous montre |'e-
xemple suivant:
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1. -+ |1 a b 0 * 1 a b 0
a ! 1)1 a b 0 1 1 b 0
b I a |1 1 a 0 a|a b o
0 | b |1 1 1 0 b |b b b 0
0 |1 1 1 1 0| Q Q 0 @
Le treilli Rg(A) = {0,1} et pour tant est un t.r. simple, mais
Dp = [b,1]. On a une équivalence semblable por la semi-simplici-

té:

5.2. Proposition. Sont equivalents:

‘1. <A,*,+,A,v,0,1> est un treilli residué semi-simple
" (c'est-a-dire: Rad (A) = {1});
2. <Rg(A),.,>,N,+,0,1> est un treilli residué semi-simple
et le filtre implicatif des éléments denses de A se re-

duisse al'élément unité, DA = {1}.

3.3. Proposition. Ils sont equivalents:

1. <Rg(A),.,>,N,+,0,1> est un t.r. semi-simple;

2. Rad (A) DA'

De la proposition 3.3 nous n'obtenons un resultat assez connu de

les algebres de Heyting:

3.4. Corol.laire. Si <A,*,>,A,v,0,1> est un algébre de Heyting,
alors Rad (A) =D

A

3.5. Corol.laire. Ils sont equivalents:

1. <Rg(A),.,>,N,+,0,1> est un t.r. simple;
2. Spec Max (A) = {DA}.
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