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FAMILIAS COMPACTAS DE FUNCIONES HOLOMORFAS CON
DESARROLLO ASINTOTICO EN ABIERTO DE c".

P. Guijarro Carranza

ABSTRACT

Let U be an open convex subset of ¢, noeNs
such that the set of all polinomies are dense in
the space of all holomorphic and complex fung
tions on U, (H(U);T ),where ¢ <s the open-com
pact topology. °

We endow the space Hy(U) of all holomorphic
functions on U that Eave asymptotic expansion
at the origin with a metric and we study a par
ticular compact subset of HK(UL

Notacidn y Terminologia.

En este trabajo denotaremos por U un abierto convexo de cn
con el cero en la frontera de U, 3U, y tal que el conjunto de los
polinomios es denso en el espacio (H(U),To) de las funciones com

plejas holomorfas en U, donde T, es la topologia compacto-abierta.

1) Diremos que un elemento f € H(U) posee desarrollo asintdti
co en el origen a través de los_compactos de U, si existe una se-
rie entera de C" en C en z=0, .§0 K.(z) donde K. es un elemento
del espacio P(an,C) de los po{?nomgos j-homogéieos de ¢" en c,

j =0,1,1,..., tal que
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Tim =0 m=0,1,2,...
z+0 m
2 Izl

para todo compacto KcU, siendo K={Az/xe (0,1], z€e K}.

Esta serie si existe es Unica y recibe el nombre de desarro
llo asintético €n el origen de f a través de los compactos y lo

representaremos por
@ ~
f(z) = & A.(z).

Denotaremos por HK(U) el espacio de todos los elementos de
H(U) que poseen desarrollo asintético en el origen a través de

los compactos de U.

11) Si fe HK(U), f(z) = = Aj(z), y peZ, p >0, llamaremos
(20

transformada de orden p de f a la aplicacidn

"1/\
flPl, 2 eu » flPl(z) = f(z)—Pz A (z), p> 1
j=0

oo

Y diremos que una sucesidn de ndmeros reales positivos, {mp}p=0’

es un '"'sistema de cotas' de f si

7P |
sup ——————— <m p=0,1,2,...
zey  lzIP

I11) Representaremos por {BJ}T=O la sucesidn de subconjuntos

de U definida por:

@
]

{zeu/llzl <j, d(z,aU)>%} i=1,2,...

BO = B1
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Evidentemente {Bj}?=0 es un recubrimiento de U formado por
abiertos que sin pérdida de generalidad podemos suponer no vacios.

o

Ademas si K. = B, j =10,1,2,..., entonces {Kj}J=O es una sucesiodn
creciente de compactos de U y cualquier compacto KCU estd conteni

do en algin Kj'

Métrica en H K(U).
Si f y g son dos elementos de HK(U), definimos

sup| FIPI(z) - g[PI(z)]

o 1 zeKj
d(f:Q,K) = % _—
J p=0 2P 1 4 sup]| f[p](Z) - g[p](ZH
ze K.,
J
J =0’]’2’ ’ Y
o d(f,g,KJ-)

d(f,g) = £ — —mm mM=——
' j=0 2/ l+d(f,g,Kj)

Por ser f[p]- g[p] continua en U
d(f,gij)<°°, j = 0,1,2,...,

y fédcilmente se comprueba que d es una distancia en HK(U)_

oo
r=1

Proposicidn 1. Una sucesidn {fr}
hacia fe€ HK(U) por la métrica d si, y sélamente si, {f?l}f=]

de elementos HK(U) converge

converge hacia f[m uniformemente en los compactos de U, p=0,1,2,.

Demostracidn: Supongamos que d(fr,f) > 0y sea p€Z, p =>0. Si K

es un compacto de U, existe un joe Z, jo =0, tal que KCKj . Sean
[¢)
€ €
entonces E>0, 's —mMm—— €= + . Si r_es un natural tal que
2P (1+4¢) 14€ °
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£
d(fr,f)< .jo , r >ro.ﬂ:
2
Se tiene
d(f )f’K' )
] —r Ja S(F L f) < 1
270 1+d(Fr,f,Kjo) )70
por tanto
€

y en consecuencia

sup |pr](z) - f[p](z)]

z€ K .,

1 Jg
— <d(f_,f,k.)<e!
2P 1+5up|pr](z)-f[p](2)| r J )

z €K,
Jo
de donde resulta
[Pl [ P] 2Pe!

sup sup[fr (z) - f (z)|<———3__ = ¢
c;ro zeK 1-2F¢!

Reciprocamente, sean € >0 y N y N' dos naturales tales que

=] 1 oo
€
L — <=y z — <—
= 2 p=N' 2P 4N
Como {pr]}?=1 converge uniformemente hacia f[p] en KN,
p=0,1,...,N'-1 y KjCKN’ j=0,1,..., N-1, existe un natural s
tal que

sup Ipr](Z)‘f[p](Z)|< E r>r
z€Ky LNN' °
p=0,1,..,N"-1.

Por tanto si j €{0,1,...,N-1} y r > o
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S TS PR () PR
d(f_,f,K)< 3 sup|fiPi(z)-f Pl |+ 3 L<
J p=0 Z€Kj r p=N' 2P

N'-T g € €
< 3

p=0 4NN' 4N 2N

Y N-1 -
d(fr,f)< L d(f _,f,K.)+ T

. r-, J N

j=0 j=

1 <
N 2

Proposicidén 2. Sea {fr}:=] una sucesidn de elementos de HK(U) que
verifica la siguiente propiedad:

Para cada r €N existe otro natural q(r) tal que

[pl]
|f.P (z)|<

(2-1) sup 5 mEp] p=20,1,...,q(r)
€
z Kq(l‘) "Z"

(2-2) lim gq(r) = =
r—>oo

(2-3) T mlPlen < w p=0,1,2,... .
r > r p

Entonces, de la sucesidn {fr}f_l se puede extraer una subsucesidn
que converge por la métrica d hacia un elemento f eHK(U) que admi

te en U el sistema de cotas {m }m_ .
p p=0
Demostracidén: La prueba de esta proposicidén estd basada en los si-
guientes lemas:
Lema 1. $i K es un compacto no vacio de U

a) {prh:;] es acotada en K, p=0,1,2,...

a0 ~
b) si f (z) = I A, (z), entonces la sucesién
r . j,f
j=0 r
{Aj £ (z)}c:_1 es acotada sobre K y acotada en P(Jc";c)
» r =

para la topologia de la norma, j=0,1,2,... .
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Demostracién: Sea N un natural tal que KcKN.

a) Fijemos el entero p =0 y sea Hp={sup 1zIIP/z €K}. Por la
propiedad (2-2) existe un natural N' tal que qg(r)>max (p,N) para
todo r = N', por tanto

|f[P](Z)
Suglff_p](z) | < sup _r—p____l. Hp < mEP]Hp
zeK zeKq(r) IIzll
y por (2-3), si sup m[p] <;31(p), entonces
et T

sup ]pr](z)| < p1(p)Hp, r>N'.
zeK

Por otra parte, si para r=1,2,...,N'-1 definimos

fl[_p](z) ze U
g (z) =
Z.p 0 z =0
si px> 1, vy
fEO](z) ze U
9r O(Z) A
Ror s z =0
r
como
—‘I N
f (z)-.Z, A (z) _
lim r 0 "j»fr hziP™ 1 - 0,
z >0 p-1 '
(o] z e K, izl p =1
tim £ P7(2) = R
z +.0 lim fr(z) = Ao f p=20
z €KN z > 0 r
z(:'KN

se tiene que cada 9, b es continua en el compacto Ku{o}=

€ € [P - ~ K
{rz/xrelo0,11 y z €K} y por tanto frlK gr,le es acotada en K,
r=1,2,..,N'-1.

b) Por ser Rj’f (z)=f£J](z) -ij+u (z), por el apartado a)
- e

) r - . .
{Aj’fr}r=1 es acotada en K, j=0,1,2,.... En particular {A r=1

0,f,
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es acotada en C.

Sea ahora j€Z, j > 1 y x€E con ||x|] < 1. Si a es un elemen
to cualquiera de U, y p vy p' dos nimeros reales tales que
o<p<p' y B(a,p')CU, entonces para cada A €C con |A| < p,

a+Ax € B(a,p), y como

A A
. ] Aj'fr (a+Ax)
AL ¢ (x) = — |—mm————— dA
Jaty 2T} NEY
[x]=p
resulta
~ l ~
|A. (x)| <— sup |A. (2) 1,
J’fr od zeB(a,p) J’fr

y por ser B(a,p) un compacto de U, existe una constante M>0 tal

que
N 1
A. X <—'M =1 21"')
]J’fr( )| =] r=1,
~ o

y por tanto {"Aj,fr”}r=l es acotada.

. » o . -
Lema 2. De la sucesidn {fr} se puede extraer una subsucesiodn

r=1
{fr(k)}k=l tal que

a) {f&?i)}:=] converge uniformemente en los compactos de U

hacia una funcién wp eH(U) p=0,1,2,..,

~ " .
b) {Aj P (k)}k—l converge uniformemente en los compactos de
b r -

U hacia un polinomio A, eP(Jc™,c), j=0,1,2,....

Demostracién: a) Como fr= f£01n=1,2,.., por el apartado a) del le
ma 1, {fr}:=l es acotada sobre los compactos de U y se puede ex-
traer una subsucesidn {f1(r)}?=l que converge uniformemente en

los compactos de U hacia una funcién f e H(U). (Teorema de Montel).

Si tomamos ahora la sucesidn {f%}l)}:=], ésta también es aco

tada sobre los compactos de U, por tantg se puede extraer de ella
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]

(=]
una subsucesidn {f;}r)}r=1 que converge uniformemente en los com

pactos de U hacia una funciédn ¢, eH(U) .
Razonando por induccién se prueba que para cada p€Z, p =20,

r=1

subsucesidn {fpig(r)}r=1 que converge uniformemente en los com-

oo
existe una sucesidn {fi?r)} de la cual se puede extraer una
o

pactos de U hacia una funcién ¢p €H(U). Entonces, la sucesidn
{fr(r)}:=1 es una subsucesidn de {fr}r=1 que verifica que
{fL?l)}t=] converge uniformemente en los compactos de U hacia
v, €H(U), p=0,1,2,...

b) Por ser

A - ¢lpl _ olp*1] ~
Ap’fr(r)(Z) = fr(r)(r) fr(r) (Z) p—8

por el apartado a), {A converge uniformemente en los

}oo
p,fr(r) r=1
compactos de U y como P(PCM,C) es completo para la topologia de

la convergencia uniforme sobre los compactos ([1]), existe un po

linomio ﬂp eP(Pc",c) tal que {Kp’fr(r)}:=] converge hacia KP para
dicha topologfa ([2] lema 8).
Lema 3. Para cada p=0,1,2,..., r=1,2,..., sean
|f[p](z)!
Fp,r(z) = r , zeU,
Izl P
y
P
fr(z) - .Z AJ,f (z)
i=0 r si ze€l
. Izl P
Fp’r(2)=
0, si z =0

Si K es un compacto no vacio de U, y p ez, p = 0, entonces
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(o]
a) Existe un natural rp(K) tal que sucesidn {Fp,r}r=rp(K)

es acotado en K.

)

b) (F" o Yoo es equicontinua en 0.
p,r|Ku{o} r—rp+1(K)

Demostracién. Fijemos el entero p > 0 y el compacto KCU.

a) Por las propiedades (2-1) y (2-2) existe un natural rp(K)
tal que ’

KCKq(r) y q(r) 2 p, si r = rp(K), y
LRI
suE|Fp . (z) ]| < sup — < rnrp ,
z€ z€ Kq(r) II'zll
y por (2-3), si
sup m Pl <o o
r>r (K) r P
entonces
sup [F o (2)] <o
r>rp(K) Psr S opeK
ze K
o ~
b) Sea p>0, si, z€eB(0,p)NK y r > rp+](K)
Fp, () = Fp p (O=[F ()] =
=|F (z) |zl < (sup | F (z) )izl
p+l,r p+1,r: ’
rer (K
ZeK

por tanto {F. > 1 es equicontinua en 0.
p,r|KY{0} r-rp+l(K) q

Demostracidén de la Proposicién 2. Sea {fr(k)}:=l la subsucesidn

. o -
obtenida en el lema 2. Como fr(k)=fr(k) k=1,2,..., la sucesidn
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oo
{fr(k)}k=1 converge uniformemente en los compactos de U hacia u-
na funcién f €H(U). Veamos que f es la funcién buscada. En efec-
to, si K es un compacto no vacio de U y p un entero, p > 0, por
.2 * ©

el apartado b) del lema 3, de la sucesion {Fp,r(k)}k=1 se puede
extraer una subsucesidn que por simplificar notacién denotaremos
también por {F" 3 1 Fr ~ *

P oo (k) Tk=1 v tal aue Lo R0 e
tinua en 0. Por tanto, dado >0, existe un ndmero real p>0 tal

es equicon

que

P o
f - A,
| F(k) (Z) J'Eo J fr(k)(2)|<a

For et (@ = Forqn (1= ;
Il 2l

para todo z e KNB(0,p), k=1,2,.., y tomando 1Tmites cuando ksw Yy

teniendo en cuenta el lema 2

|f(2) - Aj(z) |

.
Mo
o

<e , z €KNMB(0,p)
p
Iz

de donde se obtiene que f eHK(U) y f(z)= ; Kj(z). Ademds, si z €U,

Q

J

z eKq(r(k)) a partir de un k0 y

FIPIz) | _ ]im|fL?Q) it T T N
1zIP K> zP kom0 ()= T
p=0,1,2,.

por tanto {mp}:=0 es ‘un sistema de cotas de f en U.

Por dGltimo como

[p] P-Ta
f (z) = f (z)- = A,
r(k)\? r(k) iZo J,fr(k)(z)
’ 1
f[P](z) = f(Z)-‘?Z XJ(Z)’ zel,

j=0



Familias compactas de funciones holomorfas con desarrollo... 65

por el lema 2, fE?i) he f[p] uniformemente en los compactos de
U, p=0,1,2,..., y por la proposicién 1, fr(k) + f para la métri

ca d.

Definicidn 3. Fijada la sucesidn de nimeros reales positivos
{m }°
p p=0

por todos los elementos de HK(U) que admiten en U el sistema de

denotaremos por HK(U,mp) el subespacio de HK(U) formado
cotas {m }> .
p p=0

Después de la proposicién 3 se obtienen como resultados in-
mediatos:

Corolario 4. De cualquier sucesidn {fr} de elementos de

r=1
HK(U,mp) se puede extraer una sucesion {fr(k)}:=1 que converge

para la métrica d hacia un elemento f eHK(U,mp) y tal que
~

Ap,r(k) > Ap,f uniformemente en los compactos de U, p=0,1,2,... .
Demostracidon: Si tomamos mrp =m_, r=1,2,...

Gl (5}

- < mtPl 2z ey, p=0,1,2,...

r
il zIl P

en particular para z €Kr y p=0,1,...,r.
Corolario 5. M= (HK(U,mp),d) es un espacio métrico compacto.

Otras métricas en HK(U).

Si 6, gen V), f(2) = T A L(2), gl2) = TR (2) gefi-

p=0 p=0 P9
nimos
A - A
,lzzﬁ, p,£(2) p,gl2ll
§(f,g,K.) = g
J p=0 2P
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sup |f(z)-g(z)| 6&(f,g,K.)
zeK-j J

- +
j=0 24 [1+sup|f(z)-g(2)| 1+8(Ff,g,K.)
zt—:K_i J

Es inmediato comprobar que S es una distancia sobre HK(U) y
(=]

que la convergencia de una sucesidn {fr} de elementos de HK(U)

r=1
hacia f GHK(U) por 8 es equivalente a la convergencia uniforme
sobre los compactos de U de fr > f y de Ap,f -> Ap,f’ p =20,1,2,.

r

Proposicidén 6. Las distancias d y § son equivalentes.

Demostracidn: Basta observar que para cada f GHK(U)
&

;p,f(z) flPI(z) - ¢[P*11(2) p=0,1,2,...

o1y - (o)

Consideremos otra nueva métrica en HK(U), si f,g eHK(U) de-
finimos.
sup |f(z) - g(z)]

Z€EK .
J

u(f,g) =2 —}-
20

1702 isup |f(z)-g(z2)|
z &K,

Evidentemente U es una distancia en HK(U), y la convergencia
por H es equivalente a la convergencia uniforme sqbre los compac-

tos de U. Ademds la convergencia por § implica la convergencia

por '

Proposicidén 7. Sobre HK(U,mp) las métricas d, 8 y U son equivalen
tes.

Demostracién. Por la proposicidén 6 nos basta probar que § y u son

equivalentes y para ello es suficiente demostrar que la convergen
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cia por U implica la convergencia por 6.

Sea entonces {fr}f=] una sucesidén de elementos de HK(U’mp)
que converge hacia f eHK(U,mp) para u. Por el Corolario 4, de la
- o . - ©
sucesion {fr}r=l se puede extraer una subsucesidn {fr(k)}k=l que

converge hacia un elemento ¢ EHK(U,m ) para la métrica d y por
i

P
tanto para 6, y por la unicidad del ITmite ¥=f, resultando que
la sucesidn {fr}:___1 tiene a f como Gnico punto de adherencia, y

por tanto fr + f para la métrica 6.

Proposicidén 8. Si f GHK(U,mp), existe una sucesion de polinomios

{Pr}:=l que converge hacia f para cualquiera de las métricas equi

valentes d, § o yu.

Demostracidn: Lo probaremos para u.
Si f(z) = jgo Aj(z), como el conjunto de los polinomios es
denso en H(U), fijado el entero r = 0 existe un polinomio Qr(z)

tal que

sp £ (2) -0 ()] <,

zeKr 2
y si P _(z) = ri] ;.(z) + Q (z), entonces
r j=0" i r
r-1 .
[f(z) - P _(2)[=]f(2) -J'io AJ'(Z) - Q. (2)]=

_1elrl 1
=|f'7(2) - Q,(2) | <;—r—, zeK

Por tanto, si K es un compacto de U, KCKr para algdn r; Zy si
‘o
si r es un entero r = r, entonces

sup|f(z) - P (2)[< sup |[f(z) - P _(2)|< L
z eK zeKr r 2"

Proposicién 9. Dada la serie entera en z=0,

N ™8

Aj(z), es condi-

j=0
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cién necesaria y suficiente para que exista una funcién fGHK(U,mp)

-] ~
con f(z) = Aj(z) que exista una sucesidn de polinomios
=]
(R} _, tal que
r ~
| £ A.(2) + rREP1(2) |
1 _j=p J r 1
(9-1) sup sup  — <1 + —
0<p<r ze K "p Izl P r
r=20,1,2,..
(9-2) {REp] - REP+I]}:=O converja a cero uniformemente

en los compactos de U.

Demostracion: Condicién necesaria: Sean f un elemento de

-] ~
HK(U,mp) con f(z) = jEO Aj(z) y {Ph}:=1 una sucesién de polino-
mios que converge hacia f para la métrica d (Proposicién 8). Fi-

jado r€Z r 20, si h(r)>r es otro entero tal que

m
sup IPLF(’ll_)(Z) - f[p](Z)i < —E p=0,1,...,r.
b/ Kr rp+1
y o
R (2) = Py (2) jzo A (2), r=0,1,2,...,

- . . «© . .
entonces la sucesién de polinomios {Rr}r—o verifica

s oA [p] [pl
| 2 Ap(z) + RPH) | Lt (2]
12) sup =P = sup —mmm —————— <
zek P zek, 2P
lpLe)(2) - el | pelPI(g) |
< sup P + )
z€K Iz Izl

m
< _E_T sup 1 +m S ) P +m
P*1 zek, lIzP P P P

r
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[}
3
—~
—_
+

|—
~
o

|
o
-

—_
-

-

~

22) REPT(2)-rlPr 1 (o) el R (o) -p R0 c2) <R (2) =

(pLPLL (2)-¢lPY(2)) - (B3 k) - P* T (2))

y como Ph + f en la métrica d, entonces {RLp]- R£p+]hf=l conver-

ge hacia cero uniformemente en los compactos de U.

Condicidén suficiente. Para cada r=0,1,2,..., si

f (z) = Jé ;J.(z) +R.(z), z €U

entonces, f ¢ HK(U) y

Q) s A lp]
1¢[P1(2) | | £ Aj(2) + rIPN(2)
su j=p
p .
= sup <
ZEKr ze K
Il P r 2P
1, _ [pl -
<m, (1+ ?) =m > Mo cuando r -
por tanto la sucesién {f }¥_, verifica las hipétesis de la propo
rir=1 =

sicién 2 y en consecuencia se puede extraer una subsucesidn que
. - © - .
denotaremos también por {fr}r_1 que converge en la métrica d ha

cia un elemento f EHK(U,mp).

Por otra parte como

elel_ (le+stl_ o (R[p]_ R[p+1])
r r P r r

f[P]- fE’P+‘]+ f[P] - f[p"’]]' y

r

rlP1_ glp+1l,
r r
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uniformemente en los compactos de U, resulta

A o= flel _ o glev1l _ 2

P p,f
[+ ~
y por tanto f(z) = I A (z).
p=0 P
Proposicién 10. Es condicidn necesaria y suficiente para que
o ~
exista una Gnica funcidn f eHK(U,mp) con f(z) =~ Aj(z), que
j=0

. . . o L4
para todo par de sucesiones de polinomios {Rr}r=0 y {Tr}r=0
que verifiquen las propiedades (9-1) y (9-2) se tenga que
{Rr-Tr :=0 converge hacia cero uniformemente en los compactos

de U.

. - - . - . . © o
Demostracidn. Condicidn necesaria: Si {Rr}r=0 Y {Tr}r=0 son dos
sucesiones de polinomios que verifican (9-1) y (9-2) al igual

que en la proposicién 9 se prueba que si

f (z)

]
o~

iZo Aj(z) + Rr(z)

KJ(Z) + Q. (2) r=0,1,2,...

[N eBnt

g .(z) =
r o
de las sucesiones {fr}?=0 y {gr}:=0 se pueden extraer subsuce-

siones que convergen en la métrica d hacia for 9, HK(U’mp) res
A, (z) = go(z) y por la uni
j=0 J

cidad de f,fo=g0=f. Por tanto {fr}$=o y {gr}:=0 tienen como dni-

pectivamente y tales que fo(z) = ‘w

co punto de adherencia en M = (HK(U), d) la funcién f y en conse

ia {f }7 {g 17 la métrica d hacia f
cuencia rir=0 ¥ 19,1,y convergen en la métrica acia y

f[ro]_ g[ro]+ flol_ (lol_

uniformemente en los compactos de U.

Condicidn suficiente: Supongamos que existen dos elementos f y g

de HK(U,mp) tales que f(z) = jio Aj(z) ~ g(z), y sean {Pr}n=0 y
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{Qr}T=0 dos sucesiones de polinomios que convergen hacia f y g
respectivamente para la métrica d (proposicién 8), si para cada

r=0,1,2,.., definimos

r A
R () =P () - A ()
r ~
T,.(z) = Q. (2) - jzo A (z)

al igual que en la proposicidn anterior se prueba que las suce-
siones de polinomios {Rr}j=0 y {Tr}:=0 verifican las propiedades
(9-1) y (9-2); por tanto P.-Q =R -T > 0 uniformemente en los
compactos de U, y f=g.
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