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ARRET -OPTIMAL DANS UNE CLASSE
DE TEMPS D’ARRET

C. Arenas

ABSTRACT

In this paper we solve an optimal stopping pro
blem for processes indexed by N U{=} with res-
pect to a certain class of stopping times.

Dans cette note on se propose de réscudre un probléme d'a-
rrét optimal pour des processus indexés par N = N U{®} quand
les temps d'arrét admissibles abbartiennent 4 une certaine fami-
lie donnée & 1'avance. Les résultats sont obtenus moyennant une
technique de changement de temps qui simplifie ltes méthodes plus

directes utilisées dans [1] pour traiter le méme probléme.

On considére un espace de probabilité complet (Q,4,P) et
une suite croissante de o-algeéebres F={Fn,n = 0} telle que F,
contient tous les ensembles de probabilité zéro. On écrit

Fp=VF .

Soit Z={Zn,n € N} un processus non-negatif et F-adapté c'est
a dire, tel que Z est Fn-mesurable pour tout n € N. untel pro-

cessus est appelé processus de gain. Considerons une classe L de

F-temps d'arr€t vérifiant les propiétés suivantes:
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(i) 11 existe une variable aléatoire intégrable H telle
que ZT < H, pour tout T €L.

(ii) Si T1 et T,

appartiennent aussi aL.

sont dans L, alors T] AT2 et Tl v T2

(iii) L'ensemble de variables aléatoires
{E(ZS/FT), T,S€L, S >T} est filtrant croissant.

(iv) La classe L admet un systéme de générateurs, c'est
ad dire, il existe une suite croissante {T_,ne€ N}
dans L telle que T, = 1lim Tn et telle que tout temps

n

dlarrét T €L peut s'écrire de la forma T = L T IA ,
o . n €N nAn
ol les ensemblés An sont tels que Anr\Am=¢ si n#m et

An GFT' pour tout n € N.
n

Un exemple intéressant de telles familles de temps d'arrét
est ng {R temps d'arrét: S <R < T}, avec S et T deux temps
d'arrét tels que S < T. En effet, pour vérifier la propiété (iv)

if suffit de prendre comme générateurs,

+1
T,o=(nvs)aT.
Le problieme d'arrét optimal que 1'on considére ici est de
_chercher un temps d'arrét T* €L qui maximise le gain moyen sur

1'ensemble L, c'est adire:

E(ZT*)=sup E(Z

).
Te L T

Le temps d'arrét T* est appelé temps d‘a}r@t’qp}imal dans L par

rapport d la suite {F ,Z ,ne N}

Comme daris le cas classique on introduit le szstéme des
gains conditionnels ou énVeToppe'de Snell associé au processus

de gain Z comme la famille de variables aléatoires suivante
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X(T)= ess sup’E(Zs/E&), T €EL.
S>T,TeL .
Un processus {Xn,n € N} est appelé une L-surmartingale si pour

tout T €L la variable aléatoire X  est intégrable et FT-mgsu-

rable, et pour tous S,TEL avec § <T on a,E(XT/FS) < XS' Alors

on montre comme d'habitude que 1'enveloppe de. Snell
{X(T), TeL} du processus Z est la plus petite L-surmartingale
qui majore le systeme {Z%,T €L} et on a aussi le résultat sui-

vant,

Proposition 1. ([3]) Un temps d'arrét S € L est optimal dans L

par rapport & {Fn,Zn,n €eN } si et seulement si les deux condi-

tions suivantes sont satisfaites:
(i) x(s) = zg, p.s.

(ii) E(Xx(s) / F = X(S AT), pour tout TeL.

S AT)
Maintenant nous allons relier ce probléme d'arrét d un
probléme d'arrét optimal classique en utilissant un changement
de temps. AR partir des générateurs {Tn,n e N} de la classe L (pro
piété (iv)) on construit une famille croissante et complete de

og-algebres, G ={Gn =F; , ne€ N}. Lelprocessus {ZT , ne NI est
n n
G-adapté.

Soit T la classe des tous les G-temps d'arpét et soit n
la classe de tous les F-temps d'arré&t engendrés par {Tn,n e Ni.
C'est a dire, un temps d'arrét ven est de la forma I T

n Al'l’

[} : ) .
ou les gnsembles An sont tels que A n Am—ﬂ si n#ém et AL eFTn,
pour tout-n € N. 11 est clair que L C q.
On peut définir une application y:1 + n , de la fagon suivante,
P(v)= 5 Tnl{ v=n } si veT ., On écrira w(v)=Tv. Cette correspon
dance est surjective parce que si Ten, T= ETnIA , il suffit de

n n

prendre V = L n lp » et on a T=Tv . En général Y ne sera pas in
n n -
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jective @ moins que I'expression des éléments de n en fonction
des générateurs soit unique, ce qui est vrai si la suite des gé

nérateurs est strictement croissante.

_La. famille de G-temps d'arrét T = w-I(L) vérifie les mémes
propietés (i), (ii), (iii) que la famille L et, en plus, elle
“contient les temps d'arrét constants. Cela permet d'appliquer. le
théorie classique.d'arrét optimal .([2]) a la famille T et-de Xrahqug

ter aprés, les résultats & la famille L moyennant 1'application

Y . Le résuktat fondamental est le suivant:
Proposition 2. Soit I'= w"(L). Alors, T* €L est un temps d'arrét

optimal dans L par rapport d la suite‘{Zn, F ,ne N} si et seule

ment si T = Tv* od v* est un temps d'arré@t optimal dans T par
rapport 3 la suite {zy , G ,ne N3.
. n

Démonstration : Il suffit de noter que

X(T)= ess sup E(ZS/FT ) = ess sup E(ZT /FT ),
S 2T ,Sel n v >n,y €T v n

pour tout ne N et d'abpliquer la Proposition 1. #

Comme conséquence de cette proposition et de résultats de
la théorie classique on obtient I'existence d'un temps d'arrét
optimal dans L par rapport a la suite {z,, Fo.ne N}. De méme,
on -peut montrer les résultats suivants.

B

Proposition 3. Nous avons:

(1) X(T )=max (zT , E(X(T

. n+1)_/ Fq )), pour tout ne€ N.
n
(ii) E(X(T)) = sup E(Zs),’bour tout nef.
S >Tn,S €L

(iii) tim sup X(T )¥Iim“sup Z_ .
n n f Tn

Proposition 4. Le temps d'arrét défini par
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inf {Tn:X(Tn) = zTn}

Teo

si X(Tn) = ZT , pour tout n € N,
n

est le pius petit des temps d'arrét optimals dans L par rapport

3 la suite {z,, F one NI

Definition 5. Pour tout réel ¢ > 0, le temps d'arrét R, qui Vvé

rifie
E(Z + € >Slp E 7
( R) -7 S ( S)

sera dit temps d'arrét e-optimal dans L par rapport d la suite

{Zn,Fn,n e N}.

Proposition 6. Pour tout réel € >0 la formule

Tue = inf {Tn > T4 : X(Tn)> ZTn + e}

définit toujours un temps d'arrét e-optimal dans L par rapport

a la suite {Zn,Fn,n eN}.
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