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Introduction.

Le probleme du filtrage non linéaire se pose lorsque 1'on
souhaite construire un processus R(t), t elt ,tel= d, qui repré-
sente au mieux un autre processus vectoriel X(t) non observable
directement, mais en liaison directe, probabiliste et instantanée

avec un processus l(t) observable. On connait donc la loi de pro-
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babilité de y(t) conditionnée par ﬁ(t)pour-cut"@E,P[L(t)/ﬁ(t)]-
Le processus £(t) sera donc un estimateur (ou une fonction mesu-.
rable ou une statistique) par rapport 4 la tribu des observations
" accumulées jusqu'd 1'instant t. Nous noterons cette tribu T(y(S),
t, <s <t) = Tye Il est évident que pour pouvoir approcher ce
_probléme nous devons connaitre des caractéristiques concernant

1'évolution de X(t).

Le probléme du filtrage non linéaire se trouve théoriquement

résolu par l'esperance conditionnelle E[X(t)/Tt].

L'espérance conditionnelle nécessite la connaissance de la
loi conditionnellevp[l(t)/E]. If faut donc construire les équa
tions d'évolution de la densité de probabilité conditionnelle par
rapport a la tribu des observations q(l,t)=p[5(t)/tt] et pour
tous les deux cas, continu et discret. Si le processus X(t) est
un processus Markovien la densité de probabilité q(X,t) vérifie
1'équation intégro-différentielle aux dérivées partielle de Kol-
mogorov qui n'a que trés rarement une solution accessible. La voie
principale d'approche adoptée pour résoudre le probléme est de
s'attaquer directement.é la fonction de la densité de probabilité
conditionnelle en décrivant la famille de fonctions 3 laquelle
elle appartient par un développement [9]. On peut donc écrite des
équations pour les moments successifs, ou tout autre paramétre
d'un développement de q(X,t). Malheureusement ce n'est que dans
des cas trés particuliers que le nombre de ces équations sera fi-
ni, méme pour un choix réduit des paramétres. Néanmoins, on peut
adopter un procédé, de troncature qui fournit un filtre non-tinéai-
re approché cbmposé de N équations soit une fonction XN(f) mesura

ble par rapport a T, [3].

On peut aussi envisager de remplacer E[i(t)/rt] par une pro-
jection de X(t) sur un sous espace de dimension finie
HN[Tt] C H [Tt], de 1'espace de Hilbert H[Tt] de toutes les fonc-
tions mesurables sur Tyee La recherche d'un estimateur en termes dé
projection sur un sous espace de H [T ] permet de garantir le ni-

veau de sous-optimalité par rapport a l'espérance conditionnelle.
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En d'autres termes, compte tenu de la contrainte imposée sur les
transformations linéaires et non-linéaires que la filtre projec-
teur fera subir 4 1'ensemble d'observations ce filtre garantit

la construction du meilleur estimateur et il pourra aussi le ga

rantir au cours du temps.

Inversément, toutes les approches qui exhibent une repré-
sentation infinie de 1'espérance conditionnelle résolvent théo-
riquement le probléme, mais lorsque dans leur utilisation algo-
rithmique on procéde & des troncatures, pour rendre les algorith
mes finis elles perdent leur optimalité absolue et ne peuvent
plus prétendre 4 une optimalité sous des contraintes ou dans un

sous espace défini.

On constate en pratique que la troncature introduit, dans
les algorithmes récurrents, une accumulation d'erreurs dans le
temps. La stabilité peut 2tre, dans certains cas, garantie, mais
non la sous optimalité. C'est pourquoi, dans le cas discret, on
peut chercher, & utiliser les résultats de l'approche projective
pour construire, quand c'est possible, la projection de X(t)
sur HN(Tt) espace de Hilbert des fonctions polynomiales des ob-

servations jusqu'au degré N. [ 6] . Dans cet article nous nous 1i

miterons & N=2.

1. Estimation quadratique. Definitions
de base et theoremes.

Définitions et notations.

Notons par £ l'espace des variables aléatoires réelles de
carré intégrable définies sur (Q2,4,P) et par gn l'espace des va-

riables aléatoires n-dimensionnelles.

On va faire une distinction entre une collection des varia-
m n .

. X. € i

i=1 i 3

et dont les moments d'ordre inférieur & 5 sont finis et la varia

bles aléatoires qu'il est possible d'observer {Xi}
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ble aléatoire n-dimensionnelle Y € ", non observable directement

mais en laison probabiliste avec {Xi}r?___l et possédant des moments

croisés finis d'ordre inférieur a 4 avec les Xi.

On va situer ici deux résultats fondamentaux de l'estimation

stochastique.

Theoreme 1. Notons par F toutes les fonctions mesurables
F({Xi}T=1) telles que F € L2 [(Q,Ax, P), R"l ou A, est la sous-
tribu de A (o-algebre) engendrée par {Xi}T=1‘

L'estimation optimale en moyenne quadratique de la variable
aléatoire Y €£n est l'espérance mathématique conditionnelle
v = E[Y|X1,X2,...,Xm], c'est a dire que Vay eRn, l1'expression

T

E[(ay (Y-F))Z] est minimale pour F = v.

Corollaire 1. Dans les memes conditions gue dans le théoréme 1 on

a la relation d'orthogonalité stochastique:

EL(Y - 9) F'] =0

L'espérance conditionnelle { est donc 1a projection orthogo-
nale de Y sur l'espace de Hilbert construit sur l'ensemble de tou
tes les fonctions mesurables par rapport a la tribu engendrée par

les variables aléatoires XI’XZ"“’Xm'

Definition 1.

. n . - .
Soit H2 €& 1'espace de Hilbert engendré par les polynd8mes, jus-
qu'au degré 2 construits a partir des composantes des vecteurs
XyseooXpe

On se propose de construire la projection de Y sur H2 egn.
L'estimation basée sur cette projection est, pour N=1, l'estima-

teur linéire usuel dit des moindres carrés.

L'ortogonalité défine de fagon stricte implique la notion du
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produit scalaire. 11 est donc nécessaire de définir 1'orthogona-
1ité en introduisant le concept plus élargi du produit rensoriel

afin de développer des équations plus générales.

Theoreme 2 (Theoreme d'Orthogonalite) [6].

1l y a équivalence entre les deux propositions suivantes:

(A) une variable aléatoire W e€E" est orthogonale a H, au sens du

produit scalaire défini dans gn i.e.
T
Elw zl =0, VYZeH,;

(B) une variable aléatoire W ng est telle que, pour tout Z€H,
on a E[Ww 8 z]= 0.

Le théoréme précédent nous amene a un théoreme constructif
pour l'estimation polynomial optimale analogue a l'equation de

Wiener-Hopf pour 1'estimation linéaire.

Theorem 3 (equation de Wiener-Hopf generalisee) [6].

92, projection orthogonale de la variable aléatoire Y sur

l'espace H est telle que:

El(y - V) © zl= o, VZeH,.

Elle est donc solution du systéme d'équations suivant:

ElY @y, 6..8x | = (¥, @ X 8...8 X 1 (W-H)
1 K 1 "K

avec r ...

Theoreme 4 (estimation optimale en combinaisons de degre N).

A
La variable aléatoire Y est l'estimation optimale parmi tou-
tes les statistiques basées sur des combinaisons linéaires et
quadratiques des variables er, K=1,2. rl,...rk=l,...,m.
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Démonstration.

La variable ¥ est elle-méme un &lément de HN que nous écri-

vons, en utilisant la notation d'Einstein,
3 T |
Y2 = syx’ + tijx . X
Les tenseurs sf et t?j doivent satisfaire le systeme:
E[yl k= s% E[xJ.xk]+ t%jE[xlixk]
E[yzxkxd]= S%E[xjxkxd]+t%jE[x'xekxd]
m m m "
dans lequel il y a M=n(Z n,+ & I nin.) équations et le meme nom
. i

bre d'inconnues.

.
Il faut donc connaitre les moments jusqu'a l'ordre 4 pour les

variables {Xi}?_1 et les covariances jusqu'a l1'ordre 3 entre Y

et {Xi}im1, afin de calculer ces tenseurs de fagon unique.

L'optimalité de l'estimation polynbmiale découle directement

de 1'orthogonalité stochastique (théoréme 2) [1].

Dans l1'utilization practique de ces résultats il faut, en
plus des équations récurrentes fournissant l'estimateur, faire
évoluer parallélement les équations permettant de calculer les mo
ments d'ordres 1, 2 et 3, de l'erreur d'estimation, de fagon ana-
logue pour la covariance de l'erreur d'estimation dans le cas li-

néaire (équation de Riccati).

Le caracttre Markovien au sens strict ne suffit pas & assu-
rer la finitude de cette suite. C'est pourquoi nous nous intéres-
serons 3 des processus présentant un caractére Markovien quant
aux projections ainsi définies sur HN. Le concept de processus
Markovien au sens &largi introduit par Doob [4] est basé sur la
propiété de semi-groupe de la projection orthogonale stochastique

sur le sous espace engendré par les combinaisons linéaires des va
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leurs passées du processus. En ramplagant ce sous space par ce-
lui engendré par les combinaisons lindaires et quadratiques on

généralise ce concept.

2. Processus stochastiques Markoviens au sens
de la projection quadratique (PMPQ).

Définition. Le processus aléatoire discret n-dimensionnel

l (o]
{x™(t)} 2=1,2,..., n'est un PMPQ si et seulement si ¥s<t on a
t=0

Q-proj [x*(e)| xJ (r) C <o) = eprog [xt (1) [xI (s)]

Q-proj [x*(t) xS(t) |x3 (r) R Q-projlx¥ (£)xC(t) [x) (s)
r S

avec £, j, ¢ = 1,2,...,n.

On va noter les moments jusqu'a l'ordre quatre d'un tel pro

cessus de la maniere suivante:
pt(s) = £ [«2(s)]
p (s, t) = B [x*(s) xS(1)]

pdekis, e u) = Elx(s) x(t) x(u)l

ukai(s,t,u,V) = E [x*(s) xS(t) xk(u) xi(v)]

s, t, u, velo,1,...,°} et 1,c,k,j = 1,2,....n.

On va utiliser la convention suivante pour noter 1l'ordre arithmé
tique de ces composantes, ou K indique la valeur prise par 1'in-
dice ainsi calculé.
k 2

)

R ® k=j+(i-1)n i,j=1,2,...,n (k=1,2,...n
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En utilisant cette convention on peut réécrire les compo-

sants des moments du processus sous forme vectorielle et matri-

cielle de la maniere suivante:

Vecteurs
u(s) = u'(s) i B (s) eRr"

k

i n?
w(s,t) = u- (s,t) : u (s,t) er
Matrices
i s,t) = (s, t) ¢ u (s,t) er™"

! 2
TR xn

wg (sotou)= w9 (s, ¢ wy (s,t,u) €r”
1 k

AT

2
Mo (sotyu,v) =u xn

(s,t,u,v) : w(s,t,u,v) €R"

avec s,t,u,v, €{0,1,...,®} et i,j,i',j' = 1,2,...,n.

On peut donc définir la matrice suivante de.dimension
(l+n+n2) X (1+n+n2):

1 u(s) u'(s,s)
Mis,u,v) = _E('J) u*(u,s) ul:(u,s,s) ()
ulu,v) u, (u,v,s) uy(u,v,s,s )

Theorem 6. (Construction du projecteur quadratique).

Soit f(xt) GL2 une fonction de Rn dans R mesurable d'un

processus aléatoire quelconque X(t) €R", t ezt tel que E[f(X(t))

x'(s) x3(s) K =, vx(t) erR" et pour i,j=1,2,...,n et s<t. Alors

on peut toujours construire la projection quadratique suivante:

2=proj[f (x(t))|x(s)]= d+a, xi(s)+bijxi(s) xj(s) (2)
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et on note ?t(X(t))ls 4 2-projlf(x(t)) |x(s) ], ¥s,t:s<t. Les coe-

. n n N
fficients dl’{ai}i=l’{bij} Pt peuvent etre calculés par le

systeme des équations:

_ - .
E[f (x(t))] d
ELFf (X(t)) xi(S)] = M(s,s,s), a; (3)
ELF(x(2)) ' (s)x) (5)1] by

Démonstration.

L'équation (2) peut etre écrite grace a la définition de la
projection quadratique. Si on forme les moments ELF(X(t))x (s)]
et E[ f(X(t)) xi(s) xj(s)], i,j =1,2,...,n on en déduit facilment
le systéme des équations (3), en tenant aussi compte que la varia
ble aléatoire f(X(t)) - ?t (X(t))ls doit etre centrée et erthogo-
nale 8 X(s) et X(s) ® X(s) par construction de la projection [3].

Theorem 7 (propriete caracteristique du PMPQ).

Soit X(t) un processus stochastique n-dimensionnel discret
avec des moments finis jusqu'au quaﬁriéme ordre. Supposons que
det M(s,s,s,) # 0 ¥s eZ™. Le procéssus X(t) €R" est un PMPQ si
et seulement si Yu, v, s, t tels que u, v <s < t les deux systée=

mes d'équations suivantes sont satisfaits par les moments.

- - -
u'(t) p(t)
Wy (u,t) = M(s,u,v) M ' (s,s,s) (s, t)
U, (u,v,t) u,(s,s,t)

L * N . L %

_ ‘ _ (4)
ET(t,t) i ' ET(t,t)
u*T(U,t,t) = M(s,u, V)M (s,s,5) u*T(S.t,t)

T
LM (u,v,t,t) ] we (s,s,t,t)
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Démonstration.

Notons par a,B,y les coefficients de la projection

-)'(\(t)|S 4 2-proj [ X(t) ]| x(s)] et par a,b,c les coefficients

. U
de la projection X(t) © X(t)|s S 2-proj [ X(t) ® x(t)|x(s)].

Alors:
al et aZk sont scalaires
Bt et b.'Qk sont vecteurs € R" si | = 1,2,...n

qujet qu&k sont vecteurs ERnZ si 7j‘= l,2,...,n2

Etant donné que le processus X(t) est un PMPQ, V¥Ys<t les
x*(r) - RE(E) ], et x2(r) xS(v) - xmls

bles aléatoires centrées et orthogonales & X(u), X(v) et
X(u) @ X(v) Yu,v<s, %,c =1,2,...n. '

sont des varia-

La variable aléatoire xg(t) - Ql(t)ls s'écrit en utilisant

1'équation pour la projection ?(t)|S comme

2 6) (s

xe) = xH(e) | = %8 (6) ~[at 482, x'(s) +y?
Pour qu'elle soit centrée il suffit d'exprimer le coefficient g

L_ 4 i T
comme o’ =y (t)-[Bgiu (s) + Y%qj\u J(s,s)] d'od la relation
p¥(e) = otept ui(s) + Y u'd(s,s).

i iJ

La propriété d'orthogonalité s'exprime par les relations

EL K () -85 (0) | ) x (u) 1= 0= (u, 0) -[atu®(u) +6% 0 S (u,s) +
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E[(xn(t)-ﬁn(t)ls)xc(u)xm(v)l=07=u¢EEYu,V.t)f[agJEEYU.V)+BZi
wiemM(u,v,s) + Y%Tj\piicm(u,v,s,s) 1.

Ces trois relations peuvent s'écrire sous forme matricielle

comme :
(W20 T e e e T
p % (u,t) = ucgu) ui€u,s) W% (u,s,s) Bii
ulla-"\(u,v,t) u’c_""(u,y’) uirgr-"\(u;v,s) uﬂﬁ\(u,v,s,s)J~72’;ﬁ—rj
ol %c,m,i,j = 1,2,...,n et ij=l,2,...,n2.

En utilisant les équations du systéme (3) valables pour
n'importe quelle fonction mesurable du procéssus X(t) on en dé-
duit le premier systéme d'équations de (4).

= ”-\ . .
En tenant compte de la relation xz(t) xk(t)|s=alk+bi2kx'(s)+
cijg‘k x'(s) x3(s) avec la meme démarche, a partir de la variable

aléatoire xl(t) xC(t) - xl(t) xc(t)|s, on peut déduire le deuxie.

me systéme d'équations de (4).

Remarques.
. X - n . -
i) Si le processus X(t) e R est en plus gaussien et centré,
il est aussi markovien au sens de la projection linéaire et le

théoréme 7 donne le résultat suivant [1].

uglu,t) = u,‘(s,t)u*'I (s,s) uy(u,s) - (5)
soit o (teu) = ¢ (tes) & (s«u)
od ) ¢ (tes) A y, (t,s)u*'l(s;s) est |'opérateur de tran-

sition VYu,s,t, : ucs<t.
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C'est la propriété caractéristique des processus Markoviens

au sens élargi de Doob [4].

ii) Pour un processus PMPQ est tres difficile de définir
des coefficients (opérateurs) de transition aussi simples que
pour un processus markovien au sens élargi. Néanmoins, les équa
tions des systémes (4) ont une forme similaire que celle des

équations (5).

3. Equations recurrentes des processus Markoviens
au sens de la projection quadratique (PMPQ),

Considerons les processus aleatoires résiduels d'un PMPQ:

e(t) = x(t) - X(e) |, _,
et -
n(t) = x(t) & x(t) - x(t) ® x(t)| _,
pour la séquence des instants {t} défine par t+1 = t+At At>0.

Par construction de la projection quadratique (théoréme 6) et en
tenant compte des propriétés d'un processus PMPQ les processus
résiduels sont orthogonaux & tout X(u) et X(u) x X(v), u,v<t et
en plus sont orthogonaux aux processus formés par leurs formes
quadratiques pour u,v<t. Ceci est exprimé par les relations sui-

vantes:

Ele(t) 8 x(u)l =0

Ele(t) 8@ X(u) 8 X(v)] =0

. ~ . . .
Les residuels etant eux memes des fonctions linédaires ou quadra-

tiques des valeurs passées du rocessus, il suffit d'imposer
p p p

Efe(t) @ x(0)] =0
et Ele(t) & X(0) 8 x(0)] = 0
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pour avoir:

Ele(t) ® e(v)] =0

Efle(t) 8 e(v) 8 €(u)l 0  VYu,v<t

Efe(t) 8 e(t) 8 e(v)] 0

]

Ef[e(t) @ e(t) ® e(v) @ e(u)]l =0

et de méme pour le processus résiduel n(t). On va adopter pour

la suite la notation.

¥4

X x (t+1) et x = x(t), t €2

Theoreme 8.

Si X(t) € Rn, tez¥ un processus stochastique PMPQ, alors il

est généré par les deux équations récurrentes suivantes:

§£ = 82 + ¢Zi xi + Wﬂij xi xj + b (EF-1)
A LS P (EF-2)
ol les processus e(t) et n(t) sont tels que:
Elef ()] =0 Ele(t) eX(s)] = o
ELef(e) e¥(s) e™w)l=0 Ele¥(t) () e(s) eM(u)]1=0
et
[E n*()] =0 E[n% (t)n M(s)1= 0
ELef(t) nk"(s)] = o Eled(t) eS(t) nkM(s)]1 = 0
pour £,k,m,c = 1,2,...,n et wu,t,s€Z u,s<t.

Demonstration.

T suffit de calculer les coefficients tensoriels.
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B,¥,¥,d,a,b en appliquant le Theaoreme 7 & des instants succes-
"sifs. Ces coefficients peuvent etre des fonctions deterministes
du temps, qui, pour un pas de t a t+1 donné sont calculés a 1tai
de du systéme d'equations (4).

Les moments des prdcessus résiduels seront notes comme
T suits '

El e%(t) eX(e) 1= *

.E[ nZC(t) nkm(t)] = chkm

22 km

el e*(t) nkm(;)]

et les moments centrés et non centrés jusqu'a l'ordre 4 pour le

processus X(t) : P [x'1] ;1_= x! - x!
pid = g[x! X K,' =g xT xdy

S'Jk= E[x' xJ ;k] K3IJk = E[x' xJ xk]
QIJk2=E[;' xJ ;k ;2] _Kh'Jkl E[x' xJ XK xl]

Si X(t) eR", te€z* est un PMPQ on peut obtenir des équations
exactes récurrentes de 1'évolution de la moyenne de X (t) a et
de la diffusion de X(t) autour de cette moyenne, c'est ce que les
théorémes suivants vont établir.

Theoreme 9. -

La valeur moyenne de X(t) satisfait l'équation récurrente
quadratique suivante:
‘;—"‘2- BR, +A¢i2 ’-(i + ‘Fijlii "(j + ‘yijl P.ij (6)

L,i,j = 1,2,...n.
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Démonstration.

L

Si on remplace x~ par x% + x* dans 1'équation (EF-1) on ob-

tient la relation

et glae b X sy ARTdae ATy ARiRday AT
i ij i ij ij
+wij2 p'd 4 wijl (x'59-p'y + %, d'old d'on &tablit (6).
Remarque.
Subposons que le tenseur Y soit covariant symétrique c'est
a dire W..l = W..l """ (CS).
ij ji :

On peut alors définir le coefficient suivant:

N

- Loz . :
ki =9, + 2 wji X (7)
La variable aléatoire centrée ;2 peut donc €tre donnée par 1'é-

quation récurrente suivante:

= A, M +_Yij&(§' -ty 4t (8)

De plus, si E [ez(t)] = 0, alors E [iQ] = 0.

Theoreme 10.

La covariance P d'un processus satisfaisant l'equation EF-1
X(t) GRn, tezt satisfait 1'équation récurrente suivante, non-

linéaire en P

Poij i S iji,j.
IR TR S S 292
(K x K, )+wijwi2j2(K“

.
‘Ql P
Pk o wigvjk plipy!

L] :
-k, K, ) ik (9)

Si ¥ est un tenseur covariant symétrique (rel. (cs)) alors on s
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aussi
+ - i ijigJ
Plk - A'lk k pid 4 Big? s 1 + ..R k (Q 272
J 11 (] Ep)
iy
iJop 2 2) rkk (10)

avec B, 5; = A.z ..k + 2K Wl.

i 0] i ij i ij

1 1 1

Yi’“i(. =9, . W..k + <p.k v b

Ty ij T
Démonstration.

En réecrivant 1'équation (8) pour §k, on peut les multiplier
membre a membre et former une équation récurrente pour le produit
+, +
~L ~ _ P .

X x . En prenant les espérances mathématiques des deux membres
de cette équation on a bontit a (9) et sous 1'hypothése (cs) on

déduit (10).

Theoreme 11.

La valeur du produit tensoriel des moyennes du processus

X(t) satisfait sous T'hypothése (cs) 1'équation récurrente sui-
vante: '

Zok k ek =i Rk (zii,pily_sak

z = g%k a, '+ bij (zlspily-pt (1)
ou pik A 2R

3% XK (donc Z(t) = X(t) & X(t)).

Démonstration.

Si on remplace x% par Y+ ¥ et xK k k

et x  par x. + x. dans 1'équa
tion (EF-2) on obtient ‘la relation:

+ + + + + + . Lk L LoD L
ko kb ko sk xRikag BR ST by (IJaRTRIexT50)
bijzk (xixd - pii) 4 biJQkPij+dlk+n1k

+ =a

+ aingi
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Sous 1'hypothédse (cs) on définit les coefficients tensoriels

suivants:

+ \ +
f..kk = b..Zk - xl ?..k - xk W..g
ij ij ij ij
.+ +
e TR bijzk P L Py B}

a

On peut donc écrire pour la variable 7(t) i(t) X X(t)

1'équation récurrente suivante:

+ : . + + +

+ - i - i +

3Rk hizk LI fijlk(ilJ -,PlJ)+P2k PR L TS R (12)
-k . )

et pour la valeur de z 1'équation (11).

Comme € et N sont centrés, alors 1'équation (12) donne

£ [3%%] = p%K qui est 1a définition de P.

Theoreme 12.

Les moments centrés de troisieme et quatriéme ordre d'un pro
n + . . . .
cessus PMPQ X(t) €R , t €Z satisfont les équations récurrentes

linéaires en S et Q suivantes: (Sous la condition cs)

+ .y .
ghk m _ hilkAi.m pli o (h YRy Mo g Ky My g
i i'] i'] i

2{ Z RN .. R ': t
s M e M T @ e e T G ptm S (s)
+ s e g .
Qlkmr - f_.lk f.TfI(QIJI I B L )+h'kkh‘mr pil

[ LI | J
ok . mr mr 2k mr ity tok tmr
+ (hi fi'j'+ filjl+filjlhi ) S + p p
2k t ot

+ HOEME (vakz mr i] - L xk Xxmorar 1 ) (Q)

) kmrf, .
ou L Z 1 symbolise la somme des termes karﬁ pour toutes les

permutations possibles des indices k, &, m, r, ¥ Z.
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Démonstration.

En multipliant les &quations (12) et (8) écrite pour x"
membre & membre et en prenant les espérances mathématiques des

deux membres on obtient (S).

Avec la méme dé€marche et 1'&quation (12) é&crite pour M7,
m#£r # L # k on obtient Q,

Theoreme 13.

La covariance P d'un processus PMPQ X(t) €R", t ez doit

satisfaire 1'équation récurrente suivante qui est linéaire en P:

a; x o+ bij‘q’k (x xJ + P'J) + ¥ o Xt X (13).

Sk gk s e Tk

Démonstration.

Py

En prenant 1'espérance mathématique des deux membres de 1'é&

quation (EF-2) on a la relation

+ ' . . ..
I A I TR L WL S
2 i ij 2
Si on tient compte de la définition
Pk o E 3%k - szk - x* %% on obtient facilment

Al'équation (13).

Remargque.

Les moments non centrés jusqu'au 4e ordre peuvent etre cal-
culés comme fonctions des moments centrés par les &quations sui-
vantes, déduites directement de la définition des P, S, Q:

kU6 = PR R Rk

K3'Jk stk L;' Kka1 -2 %X Rk (14)

K4|Jk£ - anl+ L K Jk11 L'I‘J Ky ﬂ + 3 ;l;j;k;l
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ol Lzlkﬂ et L;lkmﬂ ‘symbolisent les sommes deS'termes‘Z1km et
Zlkmr respectivement pour toutes les permutations possibles des

indices &, k, m et &, k, m, r.

Commentaires.

i) Les deux systémes d'équations (&), (9) (ou (10Q)), (S),
(Q) ou (6), (13), (s), (Q), doivent €tre equivalents. Ceci impo
se des contraintes & satisfaire par les coefficients
B,p,¥, d, a, b des équations (EF-1) et (EF<2) et les moments

I',Z, H des processus résiduels € et 0.

ii) Les équétions {(6) et (13) sont suffisantes pour é&tablir
1'évolution des deux premiers moments du processus PMPQ X(t),
mais les équations (S) et (Q) doivent €tre satisfaites afin
d'avoir cbmpatibi]ipé et équivalence entre les &quations (9) ou

(10) et (13) pour la covariance P du processus.

Les théorémes démontrés ci-dessus vont nous permettre d'é-
tendre la notion de PMPQ aux processus qui par construction sa-

tisfont 1'équation (EF-1), mais ol il reste inconnu s'ils satis-

font 1'équation (EF-2).

Les résultats obtenus jusqu'd présent nous permettent d'éta
blir un algorithme de prédiction optimale de brocessus stochas-
tiques quadratiques markoviens au sens projectif (PMPQ). Cet al-
.gorithme est formé par les équations récurrentes (6), (9) ou

~(10), (s) et (Q) dérfvées ci-dessus et il fournit l'espérance
mathématique conditionnelle du processus PMPQ X(t) eRn, tez®
connaissant sa valeur a 1'{nstant initial de la prédiction t=0,

notéeHo, étant donné qu'on peut toujours écrire
X(t) = elx(e] = ex()/w] vweez® -{od.

L'optimalité de 1'algorithme est due au fait que le calcul
des divers moments de 1'erreur de 1'estimation X(t) qui sont im-
pliqués pour le calcul exact de X(t), est assuré par une suite
finie des moments jusqu'au l4e ordre. Ceci est du au caractdre

Markovien au sens des projections quadratiques du processus X(t).
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4. Prediction optimale des processus aleatoires
a posteriori-PMPQ(PPPQ).

Definition 4.
Soit X*(t) erR", t ezt un processus stochastique généré par
1'équation (EF-1), donc les coefficients tensoriels B,p,¥,T sont

connus a priori.

Notons par {X*(0),...,X*(t)} la séquence {X*(t)}:=°

et par X*(t) la O-algébre générée par ces variables aléatoires.

On dit que le processus X*(t) se comporte a posteriori com-
me un PMPQ (et on i'appéllera PPPQ: processus a posteriori pro-
jectif quadratiqde)'si et seulement si il existe 3 martingales‘
a*(t), b*(t), d*x(t) adaptées a la §équence {X*(t)} telles que
1%on puisse construire le processus
2c (t) = ;*2 I*c-d*lc-a* Lc . Rc i L] (15)

i
*, x* -pb% . X* x*

nx i ij

qui soit une sequence de variables orthogonales entre elles et
orthogonales avec la sequence e(t) definie au Theoreme 8, selon
les relations suivantes: pour r < s < t, n*(t) satisfait les con-

ditions suivantes:
'é[ﬁ%”vc(t) q*k"‘(s)] =0 E[n**C(t)] = 0 wtezt vstt
ELeX()nx® ()] = o E [e¥()eS()n ()] = o

avec k # L # c # met k, 2, ¢, m=1,2,...,n.

L'algorithme de brédbctbon thimale d'un hnoeéssus PMPQ beut
Etre abpliqué sous certainesconditioens houn la prédictioen des bng
cessus aléatoires quadratiques brevenant des abblieations physi-
ques concretes,

Supposons un processus aléatoire X(t] eR",t ez?, qui satis-



A .
Processus stochastiques quadratiques Markoviens... 235

fait une équation récurrente quadratique comme 1'équation (EF-1)
et supposons que le processus résiduel € (t) est un bruit blanc,

ce qui est une hypothése souvent acceptable.

11 est cependant impossible de connalitre a priori si ce pro
cessus accepte une représentation du type PMPQ par construction.
On peut chercer 5 construire des fonctions a*(t),b*(t) et d*(t)
mesurables par rapport aux observations disponibles. Le calcul du
processus résiduel n*(t) de la Definition 4 est donc toujours
possible, et on peut alor; analyser n*(t) pour savoir s'il satis-
fait les conditions qui nous autorisent & attribuer au processus
X(t) la propriété PPPQ. Dans, le cas ol elles sont satisfaites,
les équatios (6), (9) ou (10), (S) et (Q) fournissent un algorith
me de prédiction conditionnelle optimales de la moyenne du proces
sus X*(t).

Il suffit donc de pouvoir calculer aidssi les valeurs
a*,b* et d* connaissant la séquence { X(t)}, afin de calculer les
moments S et Q par les équation (S) et (Q), former aprés 1.'équa-
tion (15) et vérifier pour le processus résiduel n*(t) ainsi cal-
culé les conditions de la définition 4.

Le calcul des valeurs des &*, 5*, b* est possible si on uti-
lise le fait que 1'équation (13) doit ®tre équivalente d 1'Equa--

tion (9). On obtient donc les &quations:

E*ij2k=¢' wjk
s*izk ='E*ij2k - Yilf? K2i1j (19)
etk ik vy Mk i w by ko Wiy
ijiy 3 iy 4
- Kzij Kzilj]) + 1K

L'algorithme de prédiction optimale d'un PMPQ dans lequel
les coefficients de 1'équation (EF-2) sont remplacés par les va-

leurs connées en (19) permet l'estimation conditionnelle d'un
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"PPQ. On peut vérifier par la suite, hors ligne, si la propriété
PPPQ est satisfaite, en vérifiant jusqu'é quel point le processus

résiduel n*(t) satisfait les conditions de la définition L,

5. Application de la prediction optimale des
processus aleatoires PPPQ a 1'estimation
des parametres d'un modele bilineaire.

L'algorithme séquentiel pour 1'identification des paramétres
du modele bilinéaire pour la chaudiére du capteur solaire THEK
étudié dans [9] est consideré sous son caractére non-linéaire du

au fait que les observations ant une période d'echantillennage
multiple de celle de 1'évolution de 1'état

L'approximation la plus simple, si 1'on choisft convenabie-
ment la periode d'echantillonage T, consiste a definir les matri
ces A(x*(t), Uv(t), W(t)) et B(xx*(t), Uv(t), W(t)) constantes
dans chaque intervalle [ kT, (k+1) Tl, avec les valeurs
A =A(x* (KT) U (KT)W(KT)) et B =B (x*(kT), U (KkT), W(kT)). Les é&qua

‘tions discretes s'écrivent alors
Cx(k#1) = x(k) + TLA x*(k) + B W(k)] (20)

Les résultats théoriques décrits dans cet article nous per-

mettent d'effectuer la prédiction de 1'état x(t).

De plus, la mise 4 joup de l'estimation des paramétres peut
se faire par une projection quadratique sur l'espace de Hilbert

H2 engendfé par les polynGmes de degré 1 et 2 constuits & partir

des composantes du processus d'observation

yy = [0011] .x(NxA.T) (21)
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Pour pouvoir apﬁliquerll'algorithme de la prédiction obtima*
le stochastique présenté brécédemment on écrit le modele bilinéai
re sous la forme d'une équation quadratique comme 1'&quation
(EF-1), par rapport a 1'état x* et le vecteur des baramétres in-

connus 9%, qui constituent le nouvel &état augmenté X.

Le Theoreme 8 fournit les calculs nécessaires pouf calculer
a chaque itération les moments i, P, §, Q et les valeurs b, a, d
écrites sous forme tensorielle (convention d'Einstein) on a appli
qué l'algorithme pour_ajuster les valeurs des paramétre§ 91 et
02. Les valeurs utilisées pour les autres parametres constants
sont celles calculdes dans [9].

Notons par X 1'&tat du systéme constitué par 1'état physique
x* = [Tst] d processus et les parametres a ajuster 9*T=[9]92].

‘0n a donc le vecteur d'état XT = [E*T iT], donc

xl(t) = e](t) x3(t) x?(t)

<Z(t) = oft) x'(t)

x5 (t)

L'équation qui exhrime le fait que O = Cta et 1'equation
d'observation, en tenant compte des relations pour les coefficients
et de la définition du nouvel &tat X, peuvent &tre &crites de la
maniére suivante: ’

+2 2
X = X
+i _ i 1 i 2 i 3 . i _h
X' = Ul x o+ U2 x< + F3 x’ + Fh X' o+ | (22)
i 1.3 i1 4 i 2.3 i 2.4 i
M13 X X7 + Mlh X x o+ M23 X X7+ "zh X"'x + C +¢

od i =3,k el(t) = vi(t), j=1,2 et te Pl

et les coefficients tensoriels U, F, M, C sont donnés.
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Si on définit les coefficients tensoriels B,p,¥, tels que:

| 8! = g2 = 0, ”1i - v,? - e, = ¢31 P ¢32 -
=¢b2 = 0;

Wij‘ - Y|J2 -0, i,j=1,2,3,4; ¢ =¢€2 =0;
PO T R B N N R A LTS
¢1t_. ) ”1"; wzu ] Uzu, ¢3u’= F3u’ %u ) F'l;h?
wii =wj? - - 3 et:Wi? - wj? = Mg 1m13, 14, 23, 2h;
g3 = ¢3, 8" _ el vy, e* = v,, alors 1'état X satisfait 116-
quation

PR L wiz < e * xixd st ; & 0=1,2,3,4 (23)

1]

équation analogue & (EF-1) od le processus résiduel e(t) est un

bruit blanc gaussien.

Cette constatation nous améne & supﬁoser que le nouvel é&tat
X génére par 1'équation stochastique (23) est un PPPQ, alors an
peut utiliser les équations (19) pour calculer les valeurs dés
coefficients tensoriels b,a,d et générer le processus quadratique

X 8 x du processus X par une équation comme 1'équation (EF-2).

Ceci nous permet d'utiliser I'algornthme de la prédlctlon
optimale de la moyenne d'un processus aléatoire a posteriori
PMPQ, afin de prédire d'une fagon statistique les valeurs de 1'¢€
tat x =[TpT ] du systéme physique 3 1'instant d'acquisition d'u-

%
ne nouvelle mesure, & partir de la précédente mesure de Xx

La mise 8 jour des ‘parametres 3 estimer sa fait d& chaque ac-
quisition des mesures, c'est 3 dire 3 chaque tN=N,k.T, i1 faut
donc appliquer 1'algorithme de prédiction form& par les équations
(s) (Q) et (6) jusqu'd (21) X fois pendant la période d'acquisi-
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tion des données. Dans notre application practique A=5.

Aprés la fin de chaque p}édiction de 5 pas on dispose la
moyenne X du processus X = [6192 TPT 1 = [0* x*] et les moments
jusqu'a 1'ordre U de I'erreur de la prédlctlon X* = X - X. -

Au moment de 1'acquisition de ‘la mesure on a une cennaissan
ce trés bonne de x*, donc x* = E[x#*/x(k)]= 5(ﬁ/k) et alors
x(n/k) = 0. ' '

L'équation de la mise d& jour du vecteur des paramétres

= [9l 8] est bas&e sur la projection d'une variable aléatoi-
re sur une autre si ces.deux variables sont lifes statistique-

ment et on connait cette liaison [1].

Puisque l'algorithme de la prédiction de X nous fournit les
moments jusqu'a l'ordre 4 de l'erreur de la prédiction X=X-X, on

peut réaliser la projection de vecteur Qnﬁ/k sur le vecteur

[2* g* ® z*]n/k—l' Ceci amene a l'équation de la mise d& jour du

vecteur Q* suivante

P~~ Snnn X
XX XXX
Ak A
8 k= & /i1t By Seenid | g S (22)
S Quans X Xx
XXX XX XX : n/k-

et 3 1'équation de la mise & jour de la covariance de l'erreur

de l'estimation suivante:

Pon S... 17!

+ XX XXX

Poags= Pgsds™ PBay SHxRX [Paex Sgexx!T  (23)
T
SRR QRRRX

La mise d jour de tous les moments d'aordre supérieur qui im
*
ptiquent le vecteur des paramétres O se base sur 1'approximation
2 1% L. . *
réaliste qui consiste 3 supposer que le vecteur O est un vec-

teur aléatoire gaussien a l'instant initial de chaque prédiction.
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L'hypothése que 9” est gaussien ne permet pas le calcul des mo-
ments 56*6*6*’ Q§*§*§*§* durant la prédiction de x, parce que le
processus impliqué n'est plus x mais le processus

sT = [0x7 xxT (05 8 05)T (0x 8 x)7 (x+@ 0)7 (x+@ x5)], ou

(6% 8 g*)_n‘est plus gaussien, mEme si 9* est gaussien., Cepen-
dant cette hypotheése nous permet de faire la mise a jour des mo
ments d'ordre supérieur qui impliquent @* afin d'initialiser
les équations (S) et (Q) au début de chaque prédiction par les
relations suivantes '

ijk - = Fimadgakd =
Sgxgads (ty) = ELGx'Bx)Ex 1.

et

Qéigﬁg*g*(tN) = Péié*(tN) Pgﬁg*(tN)+Pé:g*(tN)Péig*(tN)
_ (24)
K Péié*(tN) Pé:§*(tﬂ)

De plus les moments d'ordre supérieur des processus rési=-
duels des é&quations (EF-1) peuvent &tre calculés approximative-

ment par les relations suivantes:

Hijk2 - (;*i ;*j _ ;*jj)(;*k;*g _ E*kz)/T
(25)

siik _/yliil kK i,i,k,2 = 1,2,3,4.
T est le pas de discrétisation du modéle physique et ™'J = 0,
pour i,j = 1,2 et ‘

ij o
M . v = 3.4

od R1 = 4700 et Rz = 550.

Cette approximation nous améne a calculer le processus rési-
duel n*(t) par 1'équation suivante
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n;‘:y'c = ;:‘:K ;:’:c - Ez‘:g‘c (26)

la valeur de z#%¢ est calculée par 1'équation (11) et les va-
leurs des coefficients tensoriels d, a, b de cette équation sont

substituées par les valeurs calculées par les équations (19).

La figure 1 présente la performance de l'estimateur formé
par l'algorithme de la prédiction optimale du processus X et les
équations de la mise a jour des paramétres, en utilisant les

données de l'enregistrement de St Chamas du 26 avril 1982. (9] .

L'algorithme a été initialisé avec les valeurs estimées par

un l'estimation linéaire pour mieux les ajuster.

La figure 2 présente les autocovariances des éléments dia-
gonaux du processus résiduel n*, qui sont plus strictement liées
avec les composantes du processus X%, afin de tester 1'hypothése
Totox=T xT est prpa.

que le processus X

Commentaires.

Les résultats présentés dans la figure 3 montrent que le
processus résiduel de 1'équation (23) se comporte presque comme
un bruit blanc, et ceci confirme 1'hypothése que le processus

XT = IQ]GZTPTS] peut etre consideré comme PPPQ.
L'oscillation résiduelle qu'on observe pour les processus
Ssi % B ié 3 y ' é * =
résiduels n 11 etn 33 liés au parametre 6] et a 1'état X Tp
se doit au fait que les mesures utilisées pour la température Tp
ne sont pas des mesures directes.

Les coefficients E*,;*,ax sont calculés par les équations
(19) qui constituent un choix possible, mais n'est pas obligatoi

rement le meilleur.

Si on initialise l'algorithme avec des valeurs des paramé-
tres proches des vrais valeurs par une précédente estimation, on
se rend compte qu'il a une performande trés bonne et il converge

vite.
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Dans la figure 3 on présente les résultats de la simulation
du modéle bilinéaire avec les valeurs des baramétres 8, et 8
estimés avec cette méthode non linéaire.

11 faut remarquer que l'algorithme de la prédiction optima-
le d'un processus aléatoire PPPQ (a posteriori PMPQ) n'est pas
.strictement optimal comme il est appliqué ici parce que les va-
leurs initiales des paramétres ©* au début de chaque pré&diction
ne sont pas les espérances mathématiques de ces paramétres con-
naissant les mesures mais des brojections de ces paramétres sur

la pseudo-innovation formée par le vecteur [ X*,X* g X*]

Conclusion.

L'aspect projectif du filtrage non linéaire et la classe
des processus aléatoires Markoviens au sens projectif définie &
partir de ces notions nous permet d'établir des algorithmes de
prédiction des processus aléatoires quadratiques et d'estimation
des paramétres des systémes bilinéaires caractérisés par une ce:l
taine optimalité qui au deld des limitations de la théorie linéai.
re classique. ‘
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