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ESPACIOS PRETOPOLOGICOS

Pedro Rubié Diaz

Un espacio topoldgico es una estructura en la que cada pun-
to posee un filtro de entornos y los entornos de un punto se re-
lacionan con los de otros por el hecho de que haya un entorno
que lo es de otros puntos vecinos, o sea por el hecho de que haya

un sistema fundamental de entornos abiertos.

Aqui se trata de estudiar qué subyace en una estructura en
la que sbélo se postula que en cada punto hay un filtro de en-
tornos.

Definicidn 1. Dado un conjunto E diremos que en 81 se ha defini-
do una estructura T de espacio pretopoldgico si para cada punto
x €E se ha definido un filtro Fx en que cada V eFx, Ilamado en-

torno de x, cumple x € V.

Andlogamente a los espacios topoldégicos llamaremos abierto
al conjunto que es entorno de todcs sus puntos; cerrado el com-
plemento de un abierto; x interior a A si A es entorno de x; in
terior de A, R, al conjunto de puntos para los cuales A es entor
no; adherencia de A al complemento del interior al complementaric
de A o sea A = “(°R).

Proposicidén 1. La familia 0 de abiertos de un espacio E[T] pre- —

topoldgico es el sistema de abiertos de una topologia sobre E

que tiene como sistema fundamental de entornos en cada punto, los
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entornos abiertos del punto en el espacio pretopoldgico. Esta to-
pologfa es la mds fina entre las que tienen los entornos tomados

de entre los de T.

Demostracidn: Por definicién # y E pertenecen a 0. Sea

(Ai)i €| una familia de abiertos, obviamente P Ai es abierto.
i
Sean A1 y A2 dos abiertos, entonces si x €A] n A2 seran A]bex
A €F N n
y 2 N de donde A1 A2 €Fx con lo que A] A2 es entorno de

todos sus puntos y por lo tanto abierto. Vemos pues que 0 es la
familia de abiertos para una topologia Ta que tendrd como siste-
ma fundamental de entornos abiertos en cada punto x los elementos
de 0 que contienen a x. A su vez toda topolbgfa menos fina que T
tendrd como abiertos abiertos de T y por tanto ser3d menos fina
que T _.

que T

Definicidon 2. La estructura topoidgica Ta obtenida en la proposi-
cidén anterior la denominaremos estructura topoldgica asociada a
T.

Ejemplo: sea E un espacio vectorial sobre IR y definimos pa
ra cada punto x € E como entornos, los V tales que para cada rec-
ta r por x, la interseccién V N r sea un entorno de x en r (to-
pologia de la recta real). Evidentemente estos V definen en cada
x un filtro Fx que estructura E en una pretopologia que denomina-
remos pretopologia algebraica. Con ello los conjuntos de interior
no vacio son los a-cuerpos y el interior R es el interior algebrai
co A'.

Dado un espacio pretopoldgico E[T]Y dado un conjunto A repre
sentaremos por X al mayor abierto contenido en A y lo denominare-
mos nicleo abierto de A. Representaremos por R al menor cerrado

conteniendo A y lo denominaremos envolvente cerrada de A.

o - -
Obviamente se cumple XKchca y Ac Ac A. También se ve
A
que A es la adherencia de A en la topologia asociada Ta asi como

que K es el interior de A en esta topologia. Se cumplen las rela-

o - ca
ciones A = SR, SR = a; A = °X;°X = C&.
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En la pretopologia algebraica los abiertos serdn los A ta-
les que R = Ao sea Ai = A que son los abiertos algebraicos de
E y estos son los abiertos de la topologia asociada. Esta topo-
logfa asociada induce en todo Eﬁano una topologia mis fina que
la usual, pues sea p. ej. IR2 = E, en el disco abierto de cen-

tro (o,0) y radio 1 SN al que se ha suprimido

la semi-circunferencia de centro (1/2,0) y radio 1/2 en y>o, es
un abierto para la pretopologia (y por lo tanto para la topolo-
gfa asociada) pero no asi para la usual. A su vez la topologia
asociada es distinta de las pretopologias pues, sea la circunfe
rencia de centro (o0,0) y radio 1 identificada al intervalo

[-1, 1[. Consideremos los puntos racionales y para cada uno de
ellos una sucesidn de puntos no racionales tendiendo a él. Esto
podemos tomarlo de manera que los puntos elegidos para formar la
sucesidén sean disjuntos para cada dos puntos racionales (puesto
que en el entorno de cada punto hay un cardinal no numerable de
puntos irracionales). En el disco cerrado de centro 0 (o0,0) (con
la identificacién de la frontera expresada) tomamos para cada
punto P del contorno el siguiente segmento desde 0 en el sentido
3__3: si P es racional o no forma parte de ninguna sucesién toma

- u———— . . -
mos 0 P si P pertenece a la sucesidon de un punto x y es en ella

—_—

: 1 . . PR
el a, tomamos w OP y este conjunto A es tal que tiene como Unico
punto interior (para la pretopologia) 0O y es entorno pretopoldgi
co de 0 pero no entorno topolégico.

Definicién 3. Sean E [T], F [T'] espacios pretopoldgicos, una
aplicacion f:E » F diremos que es continua en un punto x €E si

la imagen reciproca de todo entorno de f(x) es un entorno de x.

Proposicién 2. Sean E[T], F[T'] espacios pretopolégicos y f:E+ F

una aplicaci6n continua; f sigue siendo continua como aplicacidn

entre sus espacios topoldgicos asociados E[Ta], F[T'a].
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Demostracidn. Sea A un abierto de F, f-1(A) es entorno de to-

dos sus puntos y por tanto f es continua entre E[Ta] y F[T'; .

La reciproca no es cierta como se ve si E[T]y E[Ta] son dis
tintos; la identidad E [Ta] - E[Ta] es continua pero no asi en-
tre E[Ta] > E[T]. Por 1o dicho de las envolventes cerradas
f: E[T] > F[T' ] serd continua para las topologias asociadas si-
y sb6lo si para todo conjunto A ¢ E se cumple f(ﬁ) c f?R). Vea-

mos una caracterizacidn de la continuidad para las pretopologias.

Proposicién 3. Sea f:E[T]~ F[T' ] una aplicacién, f es continua
si y sGlo si para todo A c E es f(A) ¢ T(AJ.

Demostracién. Si f es continua y f(x)e f(A) con xe A, sea U
un entorno de f(x), existe entonces un entorno V de x tal que
f(V) ¢ U; puesto que VN A # @ serda UN f(A) # @ con lo cual
f(A) c T(A). Reciprocamente, si para todo A, f(A) ¢ FT(AJ, sea V
un entorno de f(x), si f-](V) no es entorno de x, todo entorno

de x corta a c(f-1(V)) 1(CV) de donde x Gf_](cv) y por ello

.
f(F-](CV)) c f f-](CV) c Cv pero f(x) ¢ Sy, por lo cual f'(V)

ha de ser entorno de x.

Estructuras iniciales y finales.

Proposicién 4. Sean (Ei[Ti Di e | une familia de espacios preto-

polégicbs y (fi) una familia, con los mismos indices, de

i€
aplicaciones fi:E > E;. La estructura pretopoldgica en E que tie
ne por filtro de entornos, para cada punto x €E, el filtro ini-
cial por las fi para los filtros de entornos de los puntos fi(x)

es la estructura pretopoldgica inicial para los fi en E.

Demostracidn. Si f:F[T] » E es tal que para toda fi es fiof
continua, dado f(x) € E y un entorno fundamental de f(x) dado por
la interseccidén finita N Ui =.U con Ui = f;](vi), siendo Vi entor

i r
no de Fiof(x), sera f I(U) =N f-I(U.) =N f_]of;](vi) de donde
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es un entorno de x.

Por ello la estructura pretopoldgica dada por los filtros
iniciales de los entornos es la menos fina de las que hacen a

las fi continuas.

En general la estructura inicial de las estructuras topold-
gicas asociadas a los Ei[Ti] no es la asociadade la inicial en E,

como se ve en el ejemplo siguiente:

Sea E = {1,2,3} con los siguientes filtros de entornos: en
1 el generado por {1,2}, en 2 el generado por {2,3} y en 3 el ge
nerado por {3,1}. Sea E,={1,2,3} con los entornos: en 1 el gene-
rado por {1,3}, en 2 el generado por {2,1} y en 3 el generado
por {3,2}. Sea E = {1,2,3} con las aplicacicnes idénticas en E]
y E2' La estructura pretopolbgica inicial en E tiene como entor-
nos: en 1 el generado por {1}, en 2 el generado por {2} y en 3
el generado por {3}, esta estructura es a la vez la estructura
topoldgica discreta en E. Las estructuras topoldgicas asociadas

en E] y E2 son la grosera (dnico entorno el espacio) y su estruc

tura inicial serfa la grosera en E.

Por la forma de obtener la estructura inicial pretopoldgica
vemos que si los Ei[Ti] son espacios topoldgicos su estructura

inicial serd la estructura inicial en espacios topoldgicos.

Puesto que la estructura inicial de las topologfas. asocia-
das serd una topologia menos fina que la estructura inicial pre-
topoldgica tendremos que en todo caso la topologia asociada a la
estructura inicial es mas fina que la estructura inicial de las

topologias asociadas.

Proposicidén 5. Sean (Ei[Ti])i e | una familia de espacios pretopo-

l16gicos y sea (fi)i €, una familia, con los mismos indices, de
aplicaciones fi: Ei -+ E.

La estructura en E que tiene como filtros de entornos de ca-
da punto x €E el filtro final, para la familia fi de los filtros

de entornos de los puntos fi(x), es la estructura pretopolégica
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final en E para las aplicaciones fi' La estructura topolégica
asociada a la estructura final pretopolégica es la estructura

final topolégica de las estructuras topoldgicas asociadas.
.

Demostracidén: Sea f:E > F[T'] tal que para toda f, sea f o fi
continua. Sea x€ E y U un entorno de f(x), entonces para toda
fi sera f;l o f-](U) un entorno de todo Y; tal que f o fi(Yi)=
= f(x), en particular de todo y; tal que fi(yi)=x y por lo tanto
f-](U) es entorno de x puesto que se toma como sistema fundamen-
tal de entornos en cada x €E los V tales que para toda fi es f;](v)
entorno de todos los Y tales que fi(yi) = x y en caso de no ha-

ber de tales y; se toman todas las partes que contienen x.

Sea ahora E[Ta] la estructura topoldgica asociada a la final
sretopoldgica E[Tly E[T] la final topolégica de las estructuras
topoldgicas asociadas a los Ei[Ti]‘ Si A es un abierto de E[T],
para todo fi, f;](A) es un abierto de Ei[Ti] y, por tanto entorno
de todos sus puntos, con lo cual A ser3 abierto en E[T] y por
ello E[Ta] es mis fina que E[T]. Si A es un abierto E?ra e[ T] al
ser entorno de todos sus puntos, para toda f, serd fi (A) entor-
no de todos sus puntos y por lo tanto abierto en Ei[Ti] tenemos

sues que T y Ta coinciden.

Por las propiedades de las estructuras finales la estructura
final pretopoldgica es la mds fina de las que hacen a las fi con-

tinuas.

En general la estructura final pretopolégica de espacios to
poldgicos no es espacio topolégico, como se ve en el ejemplo si-

guiente.

Sea E; = {1,2,3} con los abiertos {@,{1},{3},{1,3}.{2,3},
{1,2,3}} que es topologia con entornos de 1 los generados por {1},
de 2 los generados por {2,3} y de 3 los generados por {3}. Sea
E, ={1,2,3} con abiertos {@,{1}.{2},{1,2},{1,3},{1,2,3}} que es
topologia con entornos de 1 los generados por {1}, de 2 los gene

rados por {2} y de 3 los generados por {1,3}.

La estructura final topolégica en E = {1,2,3} serd la que
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tiene por abiertos {#,{1},{1,3},{1,2,3}} que tendrd los entornos:
de 1 generados por {1}, de 2 el {1,2,3} y de 3 generados por
{1,3}. La estructura pretopoldgica final tendrd por entornos: de
1 generados por {1}, de 2 generados por {2,3} y de 3 generados

por {1,3} que no coincide con la anterior.

Siempre la estructura final pretopoldgica serd mas fina que
la final topoldgica.

Dada una familia de espacios pretopolégicos (Ei[Ti])i e P2
demos obtener en E tres estructuras que seran por lo general dis
tintas: la inicial pretopoldgica, la inicial pretopdlagica de
las topoldgicas asociadas y la inicial topoldgica de las topolo-
gias asociadas, siendo en general cada una mds fina que la si-

guiente como se ve en el ejemplo:

E,=E,=E={1,2,3} con entornos de 1 en E, generado por {1} vy
en E, por {1,2} de 2 en E, generados por {2,3} y en E, por {21,
de 3 en E] generado por {3} y en E2 por {3,1}. La final pretopo-
16gica en E tiene por entornos: de 1 generado por {1,2}, de 2 ge
nerado por {2,3} de 3 generado por {3,1} su estructura topoldgi-
ca asociada, que por la proposicidn 5 serd la final topolégica
de las topologias asociadas, serd la grosera. Las topologias aso
ciadas a E, y E, tiene por abiertos {g,{1},{(3},01,3},{2,3},
{1,2,3}} y {@,{2},{1,2},{1,2,3}} respectivamente la que da los
entornos: de 1 en E, el generado por {1} y en E, por {1,2}, de
2 en E, el generado por {2,3} y en E, por {2}, de 3 en E, el ge-
nergdo por {1,3} y en E, por {1,2,3} lo que da una estructura fi
nal pretopolégica de entornos: de | generado por {1,2}, de 2 por

{2,3} y de 3 el {1,2,3} que se ve son distintos.

Proposicién 6. Sea A un subconjunto de E y sea dada en A una pre
topologia, siendo i:A »- E la inyeccidn candnica. Si hacemos la
estructura pretopoldgica final en E, la inducida per ésta en A
coincide con la dada. La inducida por la topologia asociada a la

final es la topologia asociada a la dada.
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Demostracién. Si U es entorno de x €A por la inducida serd
U = i-](V) siendo V entorno de x por la pretopologia final, de
donde U serd entorno de x por la dada. Reciproco si U es entorno
de x €A por la dada i(U) es tal que il o i(U) = U de donde i(U)
es entorno de x por la pretopologia final y por ello U lo sera
por la inducida.

Si B es un abierto de A en la dada i(B) es abierto en la
-1

pretopologia final y por ello B = i o i(B) es abierto para la
inducida. Si B es abierto para la pretopologia inducida B=i-](C)
con C abierto por la pretopologia final, por ello i-](C) =B

abierto para la dada.
Corolario. Si f:A > B es una inyeccidén siendo A espacio pretopo-
16gico la inicial de la final en B coincide con la dada, asi co-

mo las topologias asociadas.

Proposicidén 7. Sea E/R un cociente de un conjunto E, sea dada en

E/R una pretopologia, siendo p:E > E/R la proyeccién canénica.
Si hacemos la estructura pretopoldgica inicial en E de la topolo
gia asociada a la dada obtenemos la topologia asociada a la ini-
cial y la pretopologia final en E/R de la inicial en E coincide
con la dada.

Demostracién. Si U es entorno de x en E/R (para la pretopo-
logia dada), p-1(U) es entorno de x en E para la inicial y por
lo tanto U serd entorno de x para la final en E/R de la inicial
en E. Reciprocamente, si U es entorno de x en E/R para la preto-
pologia final, p—1(U) es entorno de todo x en E para la inicial
y por lo tanto p-‘(U) ) p_i(ﬁ) para U entorno de x por la dada,
por ser p sobre serd U D U y U es emtorno de x para la topologfa
dada.

Si A es un abierto para la pretopologfa inicial en E, para
cada x € A hay un entorno de % en E/R, Ux’ tal que p-](Ux) c A de

-] - -
donde U p " (U )=A, p(YU p ")) =up pU) =V U = p(A) por
x X X x X x X
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lo cual p(A) es un abierto y A = U p-](Ux) = P-l(U Ux) = P-] o

X X
p(A) de donde A es abierto para la estructura inicial de la to-

pologia asociada.

Corolario. Si f:A - B es sobre siendo B espacio pretopoldgico,
la final de la inicial en A coincide con la dada. asi como las

topologias asociadas.

Ejemplo. Sea E un espacio vectorial sobre IR y (ri)i el 12
familia de todas sus rectas, sea ji:ri + E la inyeccidn candnica,
la pretopologia final en E por las ji’ de la topologia ordinaria

en la recta, es la pretopologia algebraica y por lo tanto pode-
mos definir la pretopologia algebraica como la mds fina de las
que inducen sobre cada recta la topologia ordinaria. La topolo-
gia algebraica (la asociada a la pretopologia algebraica) sera,
por la proposicidn 5, la estructura final topoldgica de estas
rectas y por lo tanto es la topologia sobre E mas fina que indu-
ce sobre cada recta la topologia ordinaria. Con ello se caracte-
rizan los abiertos algebraicos como los que su interseccidn en

toda recta es un abierto de ella.

Es evidente que toda pretopologia es el extremo inferior
pretopolégico de las pretopologias mads finas que ella y su topo-
logia asociada es el extremo inferior topoldgico de las topolo-

gias mds finas que ella.

Dado un filtro de entornos de un punto x, diremos topologia
del filtro la que tiene como filtros de entornos: en x el filtro
dado y en los dem3s puntos los filtros discretos (de base cada

punto).

Proposicidn 8. Toda pretopologia es la estructura final pretopo-

l6gica de las topologias de sus filtros de entornos. La topologia
asociada es estructura final topolégica de las topologias de los

filtros de entornos de la pretopologia.

Demostracidén. La estructura final pretopoldgica tendrd en

cada punto x como filtros de entorno el filtro en la topologfa
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del filtro del punto x y por lo tanto coincidird con la dada. La
estructura topoldgica asociada a la final serd la final topolé-

gica de los asociados que son las mismas topologias de filtros.

Compactos en espacios pretopoldgicos.

Consideramos las tres definiciones de espacio compacto,
coincidente en espacios topoldgicos:

Compacto por reuniones: todo recubrimiento de abiertos admi

te un subrecubrimiento finito.
Compacto por filtros: todo filtro admite un punto adherente.
Compacto por ultrafiltros: todo ultrafiltro es convergente.

Todas ellas serdn el concepto de compacto en la topologia
asociada a una pretopologfa. También se ve que en pretopologia

compacto por filtros equivale a compacto por ultrafiltros.

Proposicién 9. En pretopologia todo compacto por ultrafiltros es

compacto por reuniones pero el reciproco puede ser no cierto.

Demostracién. Por ser compacto por reuniones el concepto de
compacto en la topologia asociada, todo compacto por ultrafiltros
en la pretopologia serd compacto por reuniones. Sea E un espacio
pretopoldgico con topologia asociada de Hansdorff y distinta de
la pretopologia. Sea x € E un punto en el que el filtro de entor-
nos para la pretopologfa no coincide con el de la topologfa aso-
ciada, sea F un ultrafiltro mds fino que los entornos de la topo
logia asociada pero no que la pretopologia. Este F converge para
la topologia asociada, si es compacto por reuniones, pero no para
la pretopologia.

Un ejemplo de tal situacion seria IN con base de entorno en
cada punto n el conjunto {n, n + 1}. Con esta pretopologia IN no
es compacto por filtros, pues un ultrafiltro que contenga los com-

plementos de cada punto no contiene ningdn nimero finito de pun-
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tos y por lo tanto no converge. Su topologia asociada tiene ba-

se de entornos para cada punto n los conjuntos {n, n+l, n+2,...}

Si (Ai)iel es un recubrimiento de abiertos sea Ak un conjunto

que cubra el 1 entonces Ak = IN y es compacto por reuniones.

Proposicidn 10. Todo cerrado de un compacto por filtros es com-

pacto por filtros.

Demostracidn. Sea K una parte cerrada de E sea F un filtro
en K, F tiene un punto adherente en E que debe pertenécer a K,

por este cerrado, y por tanto es K compacto por filtros.

Proposicidén 11. Todo compacto por filtros en la pretopologia al-

gebraica estd contenido en un nimero finito de rectas.

Demostracién. Si K es compacto por filtros y no puede cu-
brirse con un nimero finito de rectas, sea al, az... una suce-
sién de puntos de K que no haya 3 alineados, el conjunto
{al,az...} es cerrado y en cambio no es compacto por sucesiones

pues ningdn a; es lTmite de la sucesién, contra la proposicidn
10.

Con ello podemos enunciar:

Proposicién 12. En la pretopologia algebraica un conjunto es com

pacto por filtros si y solo si es reunidn finita de compactos
rectilineos.
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