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TOPOLOGIAS ADMISIBLES EN ESPACIOS CON
PRODUCTO INTERIOR DESCOMPONIBLES

Robert Fuster Capilla

ABSTRACT

In this note we determine the class of indefi
nite and decomposable inner product spaces 1in
which the natural topology is admissible and
we prove the continuity of orthogonal projec-
tions in these spaces.

Un espacio con producto interior (e.p.i.) es un espacio vec
torial complejo E, dotado de una forma hermitica (|), el ""produc
to interior sobre E'". Si existen subespacios gt y E7, para los

cuales la restriccién de (|) es definida positiva y definida ne-
gativa respectivamente, vy E® con (x]z) = 0 para cada par de vec-

tores x,z de Eo, de modo que
- E=tFe g o £° (1)

y,ademas, E+, E-, g° son dos a dos ortogonales (en el sentido
usual), se dice que E es descomponible y (1) es una descomposi~
cjén‘?undamental de E. Obsérvese que, si bien un e.p.i. descom-

ponible admite distintas descomposiciones fundamentales, el sub
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espacio E® es el mismo en todas ellas. Por otra parte, si (1) es
una descomposicidn fundamental del e.p.i. E, la aplicacidn

—

F ——> F
x ===== |Ix]] = l(x]x)]'/2 (2)

s

es una norma para F = E+ y F = E . Un espacio de Krein (o J-espa

cio) es un e.p.i. descomponible en el que E° =0 y de manera que
+ - . . .
E' y E son "intrinsecamente completos', es decir, completos res

pecto a la norma (2).

Si T es una topologia localmente convexa sobre el e.p.i. E,
si ([) es separadamente T-continuo y si cada forma lineal T-con-
tinua es de la forma u(x) = (xlxu) con x, un elemento fijo de E,

se dice que T es admisible.

-

En un e.p.i. E descomponible y no degenerado (e° = 0) 1a Ha
mada ''topologia natural' es la derivada de la seminorma

|x) /2

pJ(x) = (Jx , donde J es el operador definido por

J(xF+x7) = x*-x", siendo x* y x elementos de et y E- respectiva
mente. En general, esta topologia depende de la eleccidn de la
descomposicién fundamental (1). Es conocido (véase 1 ) que en
un espacio de Krein, la topologia natural es Gnica (independien-

te de la descomposicidén fundamental que se elija) y admisible.

En 1 se define la adjuncidén de operadores con dominio den
so en una clase de e.p.i. que incluye a los de Krein, de modo
andlogo al caso hilbertiano, y se prueba que si A es un operador
en el espacio de Krein E tal que Ay A* tienen como dominio a to
do el espacio E, entonces A es continuo respecto a la topologia

natural (en particular, si A es autoadjunto y su domino es E).

En la primera parte de esta nota, se estudian las condicio-
nes que debe cumplir un e.p.i. descomponible E para que la topo-

1/2 donde H es

logia Ty definida por la seminorma pH(x) = (Hx|x)
el operador definido a partir de la descomposicidén fundamental

(1) por
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H(x++x-+x°) = x+-x_+xo, <t €E+, x €E, x° €€ , (3)

sea admisible e independiente de (1).

La segunda parte estudia la continuidad de operadores linea

les entre dos e.p.i. descomponibles y trata en particular la con

tinuidad de los proyectores ortogonales.

I. H-Topologias y H-Espacios.

Consideremos un e.p.i. descomponible E y una descomposicidn
fundamental (1) de E. Se comprueba trivialmente que el operador
H definido por (3) es simétrico e isométrico respecto al produc-
to interior (|), vy ademis, H2 = | (obsérvese que en un e.p.i. de
generado un operador simétrico e isométrico puede no ser inverti
ble, como ocurre con el operador definido por J(x++x-+x°) =
* €E+, x €eE, x°€€E®). H permite definir una seminorma
1/2

+ -
= X =X ,X

sobre E, dada por pH(x) = (Hx|x)

Definicidén :. . Una ""H-topologia' sobre el e.p.i. E es la topo-

1/2

logfa T, definica por la seminorma pH(x) = (Hx|x) donde H es

el operador definido sobre E por (3).

La desigualdad
(x|x) | < p,(x)?

garantiza la TH—continuidad del producto interior (|).

Por otra parte, una forma lineal p sobre E no puede ser
. o .
TH-contlnua a menos que se anule sobre E°, 1o que nos va a permi

tir reducir el problema de la admisibilidad de Ty al caso no de-

generado.

. L a o
Lema 1: Sea u una forma lineal sobre E cuya restriccidén a E  es

idénticamente nula. Entonces, u es TH—contfnua si y sélo si la
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forma lineal [I definida sobre E/E° por T(x+E%)= p(x) es continua

respecto a la topclogia cociente ?H'

Demostracién: Evidente.

Del Lema 1 se sigue de inmediato que T, es admisible si vy

H

sélo si lo es T, respecto al producto interior (no degenerado)

definido sobre E/E° por
(x+E|y+E) = (x]y) x,y €E.

- . + - . -
Teorema 1: Ty es admisible si y s6lo si E y E son intrinseca-

mente completos.

s . + - . -
Demostracidn: Si E y E son intrinsecamente completos, en-
+ = . .
tonces E ® E es un espacioc de Krein y, por lo tanto, la restric

cién de 1, a EY © £ es admisible. Puesto que (ET @ E~, () vy

H
o . PO . .
(E/E”, (])) son isométricamente isomorfos, tenemos que Ty es admi

sible, por el Lema 1.

- + - . .
Reciprocamente, E° ® E , dotado del producto interior

(xly), = Uix]y) x,y ee¥ @ E7,

es un espacic prehilbertiano cuya topologfa natural es la restric
cidn Ty- Por lo tanto, si para cada forma lineal TH-continua
H:E »>C existe XU tal que p{x) = (x]xu),Vx et @ g~ poniendo
YU=HXU’ tendremos que
p(x) = (x]y. ) xeEt @ £
u H’ ’

lo cual, como es bien sabido, significa que (¥ o E7, (l)H) es
un espacio de Hilbert.

+

1 1

En (E =E y E 7= E*. Por lo tanto,

® €, (])) se tiene E”
+
E (respectivamente E~) es completo con la topologia relativa

THE+ (resp. THE_). Ahora bien, si x €EY (resp. x €E”) y Il |] es
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la norma definida por (2), se tiene ||x|]|= (xlx)1/2 =(x|x);/2

(resp. I|x|!=(-(x|x))1/2 = (xlx)H1/2), es decir, ET (resp. E)

es intrinsecamente completo.

Definicién: Un '"H-espacio' es un e.p.i. descomponible en el que

alguna H-topologfa es admisible.

Teorema 2: En un H-espacio todas las H-topologfas coinciden.

Demostracidén: Sobre el H-espacio E consideramos las descom-

posiciones fundamentales (1) vy

2
2 H
%H son las topologias cocientes de las anteriores sobre E/E®C, se

que inducen, respectivamente, las H-topologfas T; y T Si f& y
tiene la siguiente situacidn:

Para cada red {x;:a €A} Ty~convergente en Eax (i=1,2), la
red {x_+E%:a €A} ?;-converge a x+E®, y para cada red {xa+E°:aeA

a
que Té-converge a x+E° (i=1,2), {xa:a €A} Tg-converge a x.

~1 L ~2
Por lo tanto, basta observar que Ty coincide con Ty por ser

E/E° un espacio de Krein.

Si se tiene en cuenta (ver [ 2]) que en un e.p.i. descompo-
nible y no degenerado E = E¥ ® £ basta que alguno de los subes-
pacios E+, E” sea intrinsecamente completo para que las H-topolo
gias de dos descomposiciones fundamentales coincidan, se obtiene

la siguiente generalizacidn del Teorema 2:

Si E es un e.p.i. descomponible y (1) es una descomposicién
fundamental de E para la cual E+ o E  es intrinsecamente com

pleto, entonces todas las H-topologias sobre E coinciden.

Conviene observar, por otra parte, que si E es un H-espacio,

entonces E es completo respecto a la seminorma Py-
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II. Operadores lineales H-continuos. P
-~
En lo que sigue consideraremos dos H-espacios E y F. Si so-
bre E se tiene la descomposicidén fundamental (1) y si

s

F=FfteF o F° (4)

es una descomposicidn fundamental de F, sean Py Y Py las semi-
normas derivadas de (1) y (L4) respectivamente.

. 1
Lema 2: Sea A:E ~ F un operador lineal. Entonces, A es continuo

si y s6lo si
pH,(Ax) < apH(x) x €E, i (5)

para algin a>0.

Es obvio que si se verifica (5), entonces A es continuo. Re-
- . . . -1
ciprocamente, si A es continuo entonces existe oo >0 tal que
pH(x) < a_1 implica pH,(Ax) < 1. Por lo tanto, para cada x € EnE®

-1

se tiene (dado que pH(%—T§T) = a'])I
H

X

(o2
Py (A ) <1

Py (x)

es decir,
Py (Ax) < ap,(x).

Por otra parte, si x eEo, entonces Ax e F° (y por lo tanto
(5) se verifica también para x € E9) ya que, en caso contrario,

pH.(Ax)>O y el conjunto U = {y eF:pH,(y) < (I/Z)pH.(Ax)} serfa

1 PR -
En adelante, el término contfnuo hace referenciaa las H-topologias.
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un T,,-entorno de 0 en F. Por la continuidad de A se tendria que

A-l(U) serfa Ty-entorno de 0 en E y x ¢ A-](U), dado que
pH.(Ax) > (1/2)pH.(Ax). Sin embargo, puesto que pH(x) = 0, x per

tenece a cualquier T,-entorno de 0 en E.

Si denotamos por N(A) el infimo de los valores que puede to
mar o en (5); entonces N es una seminorma sobre el espacio de to

dos los operadores lineales continuos de E en F.

Teorema 3: Sea A:E » F un operador lineal y sea AE la restric-
cién de A a E] =t'e E-. Entonces, A es continuo si y s6lo si
A(E®) c £° y AE es continuo. Ademds, en tal caso, N(A) = N(AE ).

1

Demostracidn: Si A es continuo también lo serd cualquier

1

restriccion de A y, ademés, A(Eo) C F® como hemos visto en la de

mostracion del Lema 2.

Reciprocamente, si E = E°, A es obviamente continuo y, en
caso contrario, para cada xe E v E°, es posible encontrar vecto-
o
res xoe E” vy X € E] tales que x = x1+x°, con lo cual
X *q
pH'(AE;———) = pH'(AE;T;TT) < N(AE])

de donde se sigue que A es continuo.

Si A es continuo, entonces N(A) = N(AE ), ya que si
X = X+xg, x;€ B, x_ € E®, entonces pH,(Ax) = pH.(Ax]).
Si E es un espacio degenerado, entonces un operador lineal

L - . o .
de E en si mismo que no deje invariante E° no puede ser continuo,
en virtud del Teorema 3. Por lo tanto, adn en dimensién finita,

existen operadores discontinuos.

Un subespacio L del e.p.i. E es "ortocomplementado' si
L + EL = E. Ademas, si L N tL = 0, L es '"no degenerado'. Si L es
no degenerado, entonces (ver [1]) es posible encontrar un subes-

pacio M no degenerado, maximal respecto a la no degeneracidn, vy
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con L C M. Si M es un subespacio maximal no degenerado del e.p.i.

descomponible E, entonces E = M & E°.

Si L es un subespacio ortocomplementado y no degenerado del
e.p.i. E entonces, y s6lo entonces, es posible descomponer de
forma Gnica cada vector x de E como suma de dos vectores XLy

1 . .
x,1 pertenecientes a L y L respectivamente, lo que permite defi

L
nir el proyector ortogonal

de E sobre L.

Teorema 4: Si L es un subespacio ortocomplementado y no degenera

do del H-espacio E, entonces el proyector ortogonal PL de £ so-

bre L es continuo.

Demostracidén: Sea M un subespacio de E maximal no degenera-
do que contenga a L. Veremos en primer lugar que M es un espacio
de Krein: Sea (1) una descomposicién fundamental de E. Poniendo
E] = E+_é E-,E1 es un espacio de Krein. El isomorfismo algebrai-
co d:M ~» E] que asocia a cada x €M el vector y €E
x=y €% es una isometria respecto al producto interior de E. Por

| para el que

lo tanto, M es un espacio de Krein.

Por otra parte, al ser L no degenerado, L N e cLn Ll =0,

luego PL(E°)=0. Entonces, en virtud del Teorema 3, basta probar

la continuidad de PL respecto a la topologia relativa T

M H

M
Dado que PL(M) C M, podemos también restringir el rango del

operador a M, es decir, basta probar que el operador
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es continuo respecto a TH
M

Puesto que M es de Krein, existe una descomposicién funda-
mental de E de la forma

+

E=M @ pn o g°

+ -
con M = M © M . Entonces, Ty ©s precisamente la topologia natu
M

ral de M. Teniendo en cuenta que
(F:zlx) = (leEx)

para z,x € H, F: es autoadjunto y, por lo tanto, continuo respec-

to a la topologia natural de M.
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