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APROXIMACIONES ASINTOTICAS EN
'~ ESPACIOS DE BANACH

P. Guijarro Carranza

ABSTRACT

Let U an open convexz set in a Banach space E,
F another Banach space. We consider the space
HUb(U,F) of all F-valued holomorphic functions
of bounded type in U possesing an asymptotiec
expansion in the origin. We study classes of

asymptotic approxzimations such that two func-—

. tions in the same class with an identical
asymptotic expansion must coincide. In this
paper, we characterize the functions belonging
to some of these classes which are optimal ap-
proximations of a given series.

Notacion y Terminologia:

I) Sean E y F dos espacios de Banach complejos y m un entero no
negativo:

_a) Se representa por L(mE,F) el espacio vectorial de las
aplicaciones m-lineales y continuas de E x..".x E en F cuando

m)

en E x...7.x E se considera la topologia producto. Para el caso
0 . .
m=0, L( E,F)ZF como espacio normado. Si A eL(mE,F) y zeE, se po

ne
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Az"=A(z,..". ,2), si m>0

b) Un polinomio m-homogéneo y continuo de E en F es una
aplicacién P de E en F para la que existe un elemento

AeL(ME,F) tal que
P(x)=Ax"

~
para cada x €E. Se escribe entonces P=A.

El conjunto de todos los polinomios m-homogéneos y conti-
nuos de E en F se representa por P(mE,F) y es un espacio vecto-
rial complejo con las operaciones de adicidn y multiplicacidn

por un escalar definidas puntualmente. La aplicacidn
PeE("E,F) » [[P]]|=sup{||P(2)||/]]|z]| < 1}

es una norma en P("E,F), y la topologia natural de este espacio

es la que define esta norma.

11) Sea U un abierto convexo de E con el origen en su fron-

tera, denotada por 3U:

a) Un subconjunto X de E, no vacio, se dice que es U-aco-

tado si verifica las siguientes condiciones:
12) X C U.
2?) X es acotado.

32) d(X,3u)>0.

b) Una aplicacién f:U - F se dice que es de tipo acotado

si es acotada sobre todo conjunto U-acotado.

I'l1) a) Si H es un subconjunto no vacio de U, representa

remos por H el conjunto
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H={Az/Ac(0,1], zeH}

y denotaremos por U la familia de subconjuntos de U definida por

U={H/H es un conjunto U-acotado}.

oo
p=1
U-sucesidn si verifica las siguientes propiedades:

b) Diremos que una sucesidn {Hp} de elementos de y es una

12) Hp es abierto, convexo y acotado, p=1,2,...,

o
22) Hp C Hp+1’

©o
p=1,2..., y U= U H .
p=1 P
3°) Si Hey, existe un natural p tal que H C Hp

42) Para cada Hp, existe un nimero real Bpe(o,l) tal que

B(z, CH d ]
(z Bp[lz][) o para todo zaHp

+1

Se comprueba ficilmente que si Lp={zeU/ Ilz|[<ps d(z,aU)>% } oy

H =L,
p=lp

sidn.

entonces la sucesidon de conjuntos {H es una U-suce-

o0
p}p=1

I1V) Diremos que una aplicacién f:U - F, holomorfa y de tipo
acotado en U, posee desarrollo asintético en el origen desde los
conjuntos U-acotados, si existe una serie entera de E en F en
z=0

(- ~ ~ j
T A.(z), A.ep("E,F), j=0,1,2...,
j=o J J
tal que
n
f(z)-.Z, R.(2)
1im J=0 =0, (1)
z-0 n
=0 el
para todo conjunto H U-acotado y todo entero n 0. Esta serie

oo AN

I A.(z); si existe, es d{Gnica y recibe el nombre de desarrollo
j=0
asintotico de la funcidén f desde los conjuntos U-acotados, escri
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biéndose

f(z) =

™8

A.(z).
j=0
Evidentemente, basta que se verifique (1) para todos los elemen-
oo

p=1
para que la funcidén f posea pormdesarrollo asintdético desde los

tos de una [-sucesidn cualquiera {Hp} y para todo entero nz=0

conjuntos U-acotados la serie % K.(z).
j=o
Representaremos por HUb(U,F) el espacio vectorial de todas
las aplicaciones holomorfas de U en F que son de tipo acotado en
U y que poseen desarrollo asintdtico en el .origen desde los con-

juntos U-acotados.

Por Gltimo, y en todo lo que ,sigue, {Hp}:=1 ser3d una [U-suce
n=0,1,1..,

sion que a partir de ahora consideraremos fija, vy {mn,p}p=1,2..,

1,2... - . -
’2’ > etc. denotaran sucesiones dobles de nimeros
9L 0y

reales estrictamente positivos.

Clase de aproximaciones U-Asintéticas.

Definicidn 1: Llamaremos clase de aproximaciones U-asintdticas

. . =0,1,2...,
asociadas a la sucesidn dobl N=Vs laleees
) oble {mn,p}p=1,2e.., Y

la denotaremos

por cU(mn’p.U,F), al conjunto de todos los elementos feHUb(U,F)

oo

A
" tales que si f(z) = £ A.(z), entonces
j=0

l'l" ~
llf(z)"jgo Ai(z)ll

211"

n=0,1,2..., p=1,2..., donde Cf p es una constante que depende (nj
’

m , zeH

Cf’p n,p p’

camente de f y p.
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Esta clase cU(m ,U,F) es un espacio vectorial complejo,

n,p

pero en general si fch (mn p,U,F) y k es una constante no nula
b

flkz)gepym LULF)

sino que

n 1
f(kz)ee,(k LI u,F)

donde

1

Al
X U—-{k z / zeU}.

. -
En efecto, si f(z)=Z% A.(z) vy stp, entonces

j=0
1 1 1
=— —_ C —
W=y z Ek Hp K U
Yy por tanto
nEI n . n-1 «
[1f(ka) =520 Ajtka) [ [1£(2)-;Zy A;(2) ]] <
o™ SN
k
< K" Ce yom _, n=0,1,2...
» P n,p

Definicidn 2. Denotaremos por CU(mn p,U,F ) el conjunto de todos

’
~

(o]
los elementos feHUb(U,F),tales que si f(z)= jéo Aj(z), entonces

n-1

[1f(z)-.2, A.(2)]]
Jj=0_J < " m , zeH ,
n f,p f,p 'n,p p
Iz
n=0,1,2..., p=1,2..., donde Cf p v kf D son constantes que depen-

den Gnicamente de f y de p.

Evidentemente, si para cada fch(mn,p,U,F) tomamos kF,p=]’

entonces feCU(mn’p.U,F) y por tanto
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cU(mn,p.U.F)C CU(mn.p,U.F).

Proposicidén 3. Sea J un subconjunto del dual topoldgico de F,F',

que posee la siguiente propiedad (P):

"Un subconjunto B de F es acotado, si y sélamente si, ¢(B)

es acotado en C para cada ¢eJ".

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

a) feCU(mn,p,U,F) (resp. feCU(mn’p,U,F))-

B) ¢ofecu(mn p,U,C) para cada ¢ed y sup {k

¢of,P/ ¢€q}<w

p=1,2..., (resp. ¢ofEcU(mn’p.U,C) para cada ¢&ed).

Demostracidén: Haremos la prueba de esta proposicidn Gnicamente
para la clase CU(mn p,U,F) por ser similar para la «clase
aU(mn,p,U,F).

Aj(z). Como feHUb(U,F)

a) = B) Sea feCU(rn u,fr), f(Z):.;

I"I,p’ J 0
se tiene que
w .

gofen, (U,C) y (d>of)(2)=j;£0(¢oAJ.)(Z),¢eJ,
por tanto, si zer

|( ( n-1 ~ n'],\

¢pof) (z)-.Z,(¢o0A;) (2) ] [1f(z)-.L A, (2)
j=0 J T j20Rj\2 II
<|l¢]l =0 <

Hzl]" z]]"

n

<IIq"Icf,pkf’,pmn,p’

n=0,1,2...,

de donde resulta que dofeC u = ®, p=
q ® U(mn,p' ,C) y sup{ﬁ)of,p/¢€J} kf,p< ,p=1,2..
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B) = a) Por ser ¢ofeCU(m ,U,C) para todo ¢ed, se tiene

n,p
que ¢°f€Hub(U’c)’¢€J’

y como J verifica la propiedad (P), por [6], proposicién 2.17

feﬂub(U,F)

o ~
y ademds, si (¢of)(z)= A. (z), ¢eJ, entonces
j=0 J’¢
®© ~
flz)= & A (2)
j=o

donde Aj es un polinomio j-homogéneo de E en F tal que

$0OA.=

A. , j=0,1,2....
ihe ¢ed,

Para cada p=1,2..., consideremos ahora el conjunto
n-1

f(z)-.Z A, (z)
i=0 J €F / zeH , n=0,1,2...,

f.p n n
kf,p mn,pllzll
donde
kf’p=sup {k¢of,p/ e} -

Si ¢eJ y neZ, n =2 0, entonces

n"] P n-1 ~
-.Z . -, .
| (¢of) (2) J=0(¢0AJ)(Z)| ) | (¢pof) (2) %o AJ,¢(z)l <
n n n n
ke,p ™,p 11211 kfp ™,p 1211
1 n
<
\kn N c¢0f,p kd)of,p mn,p<c¢0f,p'
f,p "n,p

por tanto ¢(Bf p) es acotado en C para todo ¢eJ, Yy por la pro-
piedad (P) el conjunto Be p €5 acotado en F. Sea C¢ p una cota
de este conjunto, entonces para cadazEHp y cada n=0,1,2..., se

tiene
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n A
Hf(z)-jéo AJ(Z)H

211"

de donde resulta que fsCU (mn p,U,F).

’

<
SCe,p

Corolario 4. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) feC’U(mn p,U,F).

’

! =
B) ¢ofeCU(mn’p,U,C) para todo ¢eF' y sup {k of ,p JHeF ! }<=,p

[0
=1,2...

_Corolario 5. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) fee (m U,F).

U'n,p’
R) ¢ofecl;mn,p,U,C) para todo ¢eF'.

Proposicién 6. Los enunciados siguientes son equivalentes:

] 1] ‘FC ’ 1F y - ’ ’ k] ’F
a) CU( n,p'Y ) C‘U(rnn’p U,F), (resp cU(1 u F)CcU(mn'p u,F))

n,p

B) ¢y (1, prUsCICCy(my 0,U,C) y sup {kyoe ({m, (1) /¢eF! Jeeo

p=1,2..., si feCU(ln’p,U,F),(resp. cU(ln’p,u,c)ccU(mn,p,u,c)).
Demostracidn: Supongamos primero que
Cylln,prUsFIC Cpymy LULF), (1)

y sea feCU(ln p,U,C). Si a es un elemento de F con ||a||=1, la aplicacién
’

fa: zel » fa(z)=f(z)aeF

es holomorfa en U, ademds si f(z)=,

. A.(z), entonces
Jj=0 ]
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fa(2)=j§0 AJ(Z)a,
y por tanto si zEHé

n-]A ‘n-1,\
[, ()= Zoa()all [F(z)-;EA,(2) ]

0 lal] <
TR lz1]

de donde se obtiene

c
fach(ln p,U,F) C¢ylm p,U,F),

) ’

y de aqui si zE:Hp

n-1.
If(Z)-jgoAj(Z)I 1

n-1.
-z
Ilfa(z) J.=0Aj(z)a|| <

zi1" llall Hzl 1"
n -
< Ce P kf,p n,p n=0,1,2...,

luego fECU(mn’p,U,C). Y evidentemente, si gECU(]n,p'U’F)’ por

(1) y por el Corolario 4 resulta

sup {k¢°g’p({mn’p])/¢eF‘}<w, p=1,2.

Reciprocamente si CU(1n
fECU(‘n,p’U’F)

(-
’p,U,C) CU(mn,p’U’c) y para todo

sup {k¢0f’p({mn’p})/¢eF'}<m, p=1,2..., (2)

entonces por el Corolario 4, para cada fECU(ln p,U,F), se tiene

)

1
¢of€CU(ln p,U,c). $eF',

’

Yy en consecuencia
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1
¢ofeCU(mn’p,U,C), deF!,
y como ademds se verifica (2), aplicando de nuevo el Corola-

rio 4, se obtiene que fECU(mn,p,U,F).

Definicidén 7. Diremos que una funcidn fECU(mn p,U,F) es caracte-
’
ristica de esta clase cuando no pertenece a ninguna otra clase

contenida en CU(m ,U,F) y distinta de ésta.
n,p

Analogamente se definen las funciones caracteristicas de la

clase cu(mn,p,U,F).

Proposicién 8. Sea f una funcidn caracteristica de la clase
CU(mn,p’U’F)' Si fECU(In

,U,F), entonces
» P

cCc .
CU(mn,p,U,F) U(1n’p,U,F)

Demostracidén: Es inmediato comprobar que

feCU(min(l m ),U,F)=

n,p’ "n,p

(m JU,F),

= n
CU(1n’p,U,F) Cy b

y como f es caracteristica de la clase CU(mn p,U,F)

CU(mln (1n’p.mn,p),U,F)=CU(mn,p,U,F)
y por tanto

Cylmy 5sUsF) CCp(l LU, F).

®© A .
Proposicidén 9: Si feHUb(U,F) y f(z)zjgoAj(z), entonces f es carac
teristica de una Gnica clase CU(H ,U,F), donde
’
n-1 L
[[f(z)-.2, A.(2)]]
M =sup j=0 J , n=0,1,2..., p=1,2...

P e 211"
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&

Demostracion: Evidentemente fECU(Mn p,U,F). Supongamos que

feCU(ln’p,U,F) c CU(Mn p,U,F),

’

entonces para cada zer

n-1 L
f(z)-.Z, A.(2)
: 120 J H<cfpk'; 1
n ’ »P D,p
[1z]]
y por tanto
n
Mnp < Cf,p kf,p ’n,p’
resultando que CU(Mn,p’U’F)C CU(]n,p’U’F)'

La unicidad est3d garantizada por la proposicidn anterior.

Nota 10. Las proposiciones 8 y 9 son también ciertas para las

clases cU(mn p,U,F) como facilmente puede comprobarse.

’

Proposicidén 11. Si fch(mn p,U.F) y Yof es wuna funcidn caracte-
’

ristica de la clase cU(mn p,U,C) para algin YeF'!, entonces la
funcidn f es caracteristica de la clase cU(mn p,U,F).
Demostracidén: Supongamos que fch(ln p,U,F) C cU(mn,p’U’F)’ en-

tonces por el Corolario 4 para cada ¢eF'

pofec, (1, ,U,C),

p

en particular, wofecu(ln p,U,C). y como esta funcidn es por hipd
i

tesis caracteristica de la clase cU(mn p,U,C), aplicando la Pro-

posicidén 8 para la clase cU(mn p,U,F) (Nota 10), resulta

,u,c)cC 1 ,u,¢C
cu(mn,p ,C) cU( n,p )

y por el Corolario 5, cU(mn’p,U,F) C e
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Clases semianaliticas.

Proposicién 12. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

© A
a) Si f,geC, (m ,U,F) vy f(z)= £ A.(z)=g(z), entonces f=g
Ut'n,p j=0
B) Si feCU(mn’p,U,F) y para cada n=0,1,2..., p=1,2...,

.U_f(_z)_l_]. <C K" m

|,p I,p n,P’ p’

entonces f=0.
Demostracién: a) == B) Si f es un elemento de la clase

CU(mn,p’U’F) que verifica

lliiilli <Cf K" m
n i)
1z ]

n=0,1,2..., p=1,2..., entonces

vim LE) e 440 e ), < .

20 ||z||"  zv0 ||z||"!
zeH zeH
P P
1

<timc, k"' m I1z]]=0

240 f,p f,p n+l,p

zeH

P

(o]
de donde resulta que f(z)ﬂjéoo y por a) f=0.
oo

B) = a) Si f,gECU(mn ,U,z) y f(z)zjg0 Aj(z)=g(z), entonces

P
f-gch(mn’p,U.F) y (f-g)(2)=j§00, luego

llif:ﬂlillll <C k" m zeH

f- f-g, ,p’
Ilz‘ln g g,p n,p

)

n=0,1,2..., p=1,2..., y aplicando B) se obtiene que f-g=0 y en

consecuencia f=g.
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Definicién 13. Diremos que la clase CU(mn p,U,F) es semianali-

’

tica (s.a) si verifica una de las condiciones equivalentes de
la proposicidédn anterior. Y diremos que una funcidn feHUb(U,F) es

semianalitica (s.a) si pertenece a una clase CU(mn p,U,F) s.a.
y

De igual forma se definen las clases semianaliticas
LJU,F) .

Q
3

U''n,p

Proposicidén 14. Las afirmaciones siguientes son equivalente:

a) La clase CU(mn, ,U,F) (resp. cU(mn,p’U’F)) es s.a.

p

B) La clase CU(mn ,U,C) (resp. e (m ,U,C)) es s.a.

» P U n,p
Demostracidn: a)=> B) Sea feCU(mn p,U,C) tal que
)
e ] n
< Cf’ kf,p mn,p, zer,

n
Iz
n=0,1,2..., p=1,2... .

Fijemos acF, a#0, y consideremos la aplicacidn

for zel - fa(z)=f(z)aeF,

entonces para cada n=0,1,2..., y cada p=1,2..., se tiene

e 1 e
NI

de donde resulta que faECU(mn,

< n
Hall <teg Il Dk} m zen .

p,U,F), y como esta clase es s.a.

fa=0 y por tanto también f=0.

8) o) Tomemos FECU(mn,p’U’F) tal que .

lf(Z)' < n

C k m zeH
n f, f, n,p’ ’
n=0,1,2..., p=1,2... .

Para cada ¢eF', por el Corolario 4, se tiene que
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¢ofch(rnn,p,U,C)

y como para cada zEHp

| (¢0f) (2) | 1 (z) ][] n
¢|| n <(Hq’Hcf,p)kf,pmn,p

|
z]]" Iz 1]

y la clase CU(mn p,U.C) es s.a., resulta que ¢of=0 para todo

¢eF', y por tanto f=0.

Proposicidén 15. Si la clase CU(mn EHn,pALF)ES‘&a yf y g son dos
funciones que pertenecen a las clases CU(mn,p’U’F) y Cu“n,p’u’m

respectivamente y tales que

f(z)= ¢ Xj(z)zg(z)
j=0

entonces f=g.

Andlogo resultado se obtiene para la clase cU(mn’p+hhp,U,F).
Demostracidén. Para cada zaHp y cada entero n=> 0, se tiene
n-1 A n-1,
f- z f(z)-.Z, A.(z z2)-.Z,A. (z
1 E-a) () |] e )J=g SLRAUNRIELR o (D1
n
z]] 1z ]] [1z]]
< kK7 om + C K" 1 <
f,p f.p n,p g,p 9g,p n,p
n
Smax (€ 0 Cq pimaxlhe pukg o) i(my o¥1g 5)
de donde resulta que f-gch(mn,p+]n,p’U’F)’ y como esta clase es

s.a. f=g.

Notacidn 16. En la siguiente proposicidén para cada n=0,1,2..

L)

consideraremos la sucesién {m } constante con m m_,

© —
n,p p=1 n,p n
p=1,2..., y denotaremos por CU(mn,U,F) la clase de aproximaciones

U-asintdticas CU(mn,p’U’F)'
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r
Proposicidén 17. Para cada n=1,2..., sea Yoo inf m ri.. Si la
r =2 n
> 1
serie X — es divergente, entonces la clase ¢_(m ,U,F) es
n=1 Vn von
s.a.

Demostracidén. Sea f un elemento de la clase (¢ (mn,U,F) tal que

1f(z2)
ll————ll < Cf k? m , zeH
||Z|In P s P n P

n=0,1,2..., p=1,2...

Fijemos un natural p y consideremos la funcidn C] f defi-
f.p
nida en el abierto Hp. Si zer, entonces
| |—=— f(z) ]|
Cep 1 f(z)]] n
) = = C n < kf p mn, n=1,2 9
[z ]] fop ||z ] '

y como

v g T T
Yn—lnf />(kf‘ mr) rt =
r=n

=inf ke o e

r=n

=k Yoo n=1,2...,

f,p
(o] 1 (o]
la serie I —— = S X 1 es divergente, y por [6] propo-
=1 Y k =1 Y
n=1 n f,p n=1 'n
sicidon 3.5, se tiene que C ! f=0 en Hp, y por el teorema de iden
f,p -
tidad también f=0 en U,
. Lo
Corolario 18. Si la serie I - ) es divergente, entonces
n=1 m_ n!

la clase CU(mn,U,F) es s.a.

Demostracidén. Basta observar que para cada n=1,2...
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(o]
por lo que la serie L

Corolario 19. La clase CU(I,U,F) es s.a.

1

ey

Demostracidén. Es inmediato ya que la serie es divergen-

™8

n
te.

Aproximaciones U-asintdticas dptimas.

Definicidén 20. Sea

I ™8

Aj(z) una serie entera de E en F en z=0

j=0
- .
con AJEP(JE,F) j=0,1,2.... . Diremos que una funcidén h s.a. es
© A
una aproximacidén [U-asintdética Optima de la serie [ Aj(z) si ve
=0
rifica las siguientes propiedades:

K.(z).

19) h(z)z. o M ‘

J

I ™8

22) Si f es una funcidn s.a. y f(z)=
]

I ™8

A.(z), entonces f=h.
0 J

Proposicidon 21. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

o) h es una aproximacién U-asintdtica Gptima de la serie

© A
LA, .
jZo Ajl2) -
~
B) h es una funcidn s.a. con h(z)szQ Aj(z) y h admite un
sistema de cotas {m }n=0,1,2..., minimas, ésto es:

n,p p=t,2...,

a) heCU(mn p,U,F).

s P ~
b) Si h' es otra funcidn s.a. con h'(z)zjéo Aj(z)

1 ]
y tal que h ECU(mn p,U,F). entonces

1 — -
mn,p < mn,p’ n=0,1,2..., p=1,2..
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Demostracién: a) = B) Sea h una aproximacidn U-asintdtica épti-
~
Aj(z) y consideremos el conjunto F definido

ma de la serie I
=0 .

J
por

F ={{n }

Si 'para cada no=0,1,2..., y p=1,2..., tomamos

entonces

hsCU(mn, U,F)

p’

En efecto, fijemos un conjunto Hp y un entero n_ = 0 cualesquie

. o
ra. Dado €>0, siempre podemos encontrar un elemento ]n de al
o’ o
guna sucesidn doble
n=0,1,2. ,
{1n,p}p=l,2..., er,
tal que
'1 < m +€,
IO’DO O’pO
por tanto si zeH
Po
no-l ~
h(z)-.L.  A.(z)
I Lo A II< h o <
n 'p “’p n :P
o o o o’ o
Hzl]
<c,  kjo o (m +€)
, P P no»Py
>
para cada €>0, luego hSCU(mn‘p.U,F).
Por otra parte, si h' es otra funcidn s.a. tal que

o

~
h'(z)=j§0 Aj(z) como h es aproximacidén U-asintdtica 6ptima de
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esta serie, h=h', si ademas h'eC,(m' ,U,F), entonces
4 Ut™n,p

Yy en consecuencia
n=0,1,2..., p=1,2...

B) = a) Sea h una funcidn s.a. que cumple las condiciones

de B). Para probar que h es una aproximacién U-asintdtica o6pti-
o

~
ma de la serie jEO Aj(z) nos basta demostrar que h verifica la

propiedad 2°) de la Definicién 20.
L ~
Sea entonces f otra funcién s.a. tal que f(z)=j§0 Aj(z) y
)
fECU(mn.p’U'F)

2.0,

Como {mn } es un sistema de cotas minimas para h,

se tiene

m < m' , n=0,1,2..., p=1,2...,
n,p n.p

luego hECU(mA ,U,F), y como esta clase es s.a., f=h.

p

Corolario 22, Si h es una aproximacidn U-asintdtica Sptima de la

o
. ~ n=0,1,2..., R PR
serie j§0 Aj(z) y {mn’p}p=1’2.." es un sistema de cotas minj

mas para h, entonces h es caracteristica de la clase CU(m U,F).

2]
n,p

Demostracién. Si heCU(ln ,U,F) C CU(mn,p'U’F?’ por la proposi-

s P
cidon 21
m <1 , n=0,1,2,..., p=1,2 .
n,P nr
luego
Cylmy L UsF)=cy (1, L ULF)
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‘Proposicién 23. Sea h un elemento de la clase CU(mn p,U,F) con
oo

h(z)zjgo Aj(z) y tal que h verifica la siguiente propiedad (Q):

"Si f es una aproximacidn U-asintdtica y s.a. de la serie

«© ~

A.(z), entonces para cada clase s.a. CU(m

j§0 ] ,U,F) que

n,p
contiene a f, existe una constante k=k(f)>0 tal que

Entonces, h es una aproximacidén [U-asintdtica Sptima de la serie
o

j§0 Aj(z).
Demostracidn. Sea f una funcidn que cumple las condiciones de la
propiedad (Q) y sea CU(m; p,U,F) una clase s.a. tal que

fch(m' LU F) .

n,p

Entonces, por verificarse la propiedad (Q)

m < k" m' |, n=0,1,2...,p=1,2...
n,p n,p

para alguﬁa constante k=k(f)>0, luego

1
hECU(mn,p’U’F)

© A
y como esta <clase es s.a, y f(z)szO Aj(z)zh(z), se tiene que
f=h.

® A

Proposicién 2L4. Si h(z)zjéo Aj(z), las condiciones siguientes

son equivalentes:

o) h es una aproximacién y-asintdética 6ptima de la serie
oo

Lo A (2).
ko A;(2)

B) Si h es caracteristica de la clase CU(mn p,U,F), enton-
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ces cualquier clase s.a. CU(]n p,U,F), que posea un elemento f
tal que

A

0
f(z)=.Z_ A.(z),
(z) j=0 ]
contiene a la clase CU(mn’p,U,F).

Demostracién: a) = R) Sea f un elemento de la clase s.a.

CU(in p,U,F) con f(z)z.f Aj(z). Como h es una aproximacidn op-

j=0
co ~
tima de la serie jEO Aj(z), se tiene que h=f, y por tanto
c ,U,F
het, (10 o )
y por ser h caracteristica de la clase CU(mn p,U,F), resulta

(Proposicién 8)

CU(mn,p,U,F) C CU(ln’p,U,F).

~

A.(z), existe una clase

(o]
B) = a) Si f es s,a, vy f(Z):jEO j

s.a. CU(ln p,U,F) tal que

3

feCU(In’p,U,F),
y como se verifica B)

CU(mn.p’U’F) C CU(1n’p1U’F)'

AsT resulta que f y h son dos elementos de la clase s.a.

CU(In p,U,F) que son aproximaciones U-asintdticas de la misma
o A
serie jgo Aj(z), luego f=h y por tanto h es una aproximacién

© A
U-asintdtica o6ptima de la serie jZO A.(z).
= J
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