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ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR
PROBABILISTICO

Josep Ma. Fortuny

ABSTRACT

Probabilistic inner product spaces are inves-
tigated with detail.

1. Introduccidn

Este articulo tiene como objeto hacer una descripcidn de la
versidon probabilistica de los espacios de Hilbert, ampliando el
campo de estudios de la teoria de los espacios métricos y norma-

dos probabilisticos iniciada por K. Menger en 1942.

La presentacidn axiomdtica que se hace aqui de los productos
interiores probabilisticos parte esencialmente de la idea de subs
tituir el cuerpo numérico de los nimeros reales R como rango de
evaluacidn de los productos escalares clasicos por el espacio de

funciones de distribucidn A.

Supondremos que el lector estid familiarizado con los concep-
tos y notaciones b3sicas de la teoria de los espacios métricos

probabilisticos (Véase [Schweizer-Sklar, 19831]).
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2. Espacios con producto interior
probabilistico. '

Para formalizar la definicién de producto interior probabi-
listico, necesitamos la nocién de funcidn de Cauchy-Schwarz ¢ co
mo una operacidn binaria en A+ que es conmutativa, asociativa,
no-decreciente en cada variable, que tiene a €, como elemento
neutro y a g_ como elemento nulo. Si w(aa,eb)=ea_b para a, b>0,
diremos que ¢ es x-escalonada. Una clase importante de funciones

de Cauchy-Schwarz viene dada por
Trp (F2G) (x) = Sup{T(F(u), G(v)) / u-v=x}
donde T es una t-norma.

Definicidn 2.1. Un espacio con producto interior probabilistico

es una cuaterna (S,g,r,¢) donde S es un espacio vectorial real,
T es una funcidn triangular en A, v es una funcidn de Cauchy-
Schwarz en A” y la aplicacidn g de SxS en A, que asigna a cada
=G satisfa

.q) Pq
ce los siguientes axiomas para todo p, q y r en S

par (p,q) de $SxS la funcién de distribucidn g(p

A.1. Positividad: 6 en’;
pp
A.2. Diagonalidad: Gpp=eo si y solo si p=0;
A.3. Simetria: G =G
Pq qp
A.L. Homogeneidad: kaq=qu°j/A para todo A = 0;
A.5. Sub-linealidad: (G G ) <@g

pr’ qr ptq r’
A.6. Desigualdad de Cauchy-Schwarz probabilistica:

172
6, G <6 o
v (6o, aq) pq°?

Semanticamente se interpreta qu(x) como '"la probabilidad de que

el producto escalar de p y q sea menor que x'". La definicidn ante
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rior presenta una generalizacidn de los espacios prehilbertianos

tal como muestra el siguiente:

Ejemplo 2.1. Si (E,<>) es un espacio pre-hilbertiano real enton-

ces definiendo g:ExE > A por g(p,q)=¢ resulta que

<p,q>
(E,g,T,¥) es un espacio con producto interior probabilistico

siempre que T sea +-escalonada y ¢ sea x-escalonada.

Empleando los teoremas de dualidad dados en (Frank-Schwei-
zer 1975) se puede reestablecer la definicidn de los productos
interiores probabilisticos en términos de casi-inversas de fun-

ciones de distribucion.

Sea (S,g,T.,¥) un espacio con producto interior probabilisti

co, entonces si T=TTL diremos que se trata de un espacio con prc-

ducto probabilistico de Menger.

Ampliando el proceso de generalizacidn de los espacios pre-
hilbertianos reales a espacios con producto interior probabilis-

tico empleado en el ejemplo 2.1, formulamos la siguiente

Definicién 2.2. Sea (S,<,>) un espacio pre-hilbertiano real y

sea G una funcidén de distribucidn de a* distinta de €, Se defi-

ne un espacio simple como el espacio que tiene asociada la apli-

cacién g:SxS + A dada por G;q=|<p,q>|G“.

Teorema 2.1. Todo espacio simple con la funcidén triangular Ty Y
la funcidn de Cauchy-Schwarz Typ €5 un espacio con producto in-
terior probabilistico que denotaremos por (S,<,aG,TM,TMP).

Definicién 2.3. Diremos que un espacio (S,g) con producto inte-

rior probabilistico es suplementado si satisface la condicién:

G =1-2% 6 (-j
-pq pq( i) para todo p,q de §

En general si F es una funcidn de distribucidén de A, deno-

minaremos, la funcidén suplementada de F:F a la funcién definida
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por la expresién F = 1-£+F(-j). Si FE€EA es continua, entonces
Fr=-F~(1-j).

Teorema 2.2. Sea (S,g,TM,TMP) un espacio con producto interior
probabilistico, entonces se cumple la condicién de suplementa-

cién si y solo si g(p,q) =e<p o> donde <p,q> es un producto es-
’
calar ordinario.

Demostracidn. Consideremos el axioma de sub-linealidad en su for

ma dual. Se tendrd que para toda terna de vectores p,q,r de S:

Gp+q e (1) < Gpr(t) + qu(t) para todo t en [0,1]

Entonces considerando p=-q, tendremos

0 = Gar(t) S 62 (0)+6g (£)=-Gg (1-t)+GT (¢)

de donde resulta

A - < ~
qu(l t) qu(t) para todo te[0,1]
y por otro lado, como las funciones G;r tienen que ser no-decre-
cientes, se sigue que necesariamente las qu han de ser constan-

tes, cosa que indica que las G han de ser de la forma €

qr <q,r>’
pero como q,r eran vectores arbitrarios, queda demostrado el teo
rema. .

Como consecuencia de este resultado se tiene que la inmer-
sidon de todo espacio euclideo en el cbrrespondignte espacio con
producto interior probabilistico conduce a una isomorfia en el
caso de exigirse la condicidn de suplementacidn.

3. Los E-espacios y su relacidon con otras clases
de espacios con producto interior probabilistico..

Definicidén 3.1. El par ordenado (S,g) es un E-espacio sobre un
espacio prehilbertiano (V,<,>) si los elementos de S son funcio-
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nes de un espacio de probabilidad (%,a,P) en V tal que para cada
p,q de S y cada nimero real x, el conjunto {weQ/ <p(w), q(w)><x}

pertenece a @ y g es la aplicacién de SxS en A& definida via
G (x) = PlueQ/<p(w), qw)> < x}

para cada nimero real x.

Ademds se exige que S sea un espacio vectorial con elemento

neutro la funcién constante O(w)=0 para todo we€ Q.

Al espacio cociente (S/3,g) que se obtiene al considerar la

relacidn de equivalencia p3q si y solo si
Plue Q/<p(w)-q(w), p(w)-q(w)>= 0}=1

lo llamaremos E-espacio candnico, asi se satisface que Gpp=so

si y sb6lo si p=0.
Teorema 3.1. Si (S,g) es un E-espacio canénico sobre el espacio
prehilbertiano (V,<,>) entonces (S,g,Tw,Twp) es un espacio con

producto interior probabilistico suplementado.

Definicidon 3.2. Sea S un espacio vectorial sobre R. El par orde-

nado (S,g) es un espacio generado por pseudoproductos escalares

si existe un espacio de probabilidad (2,a,P) y una familia
{<.>m /w€Q} de subproductos escalares en S tal que para cada x
de Ry p,q en S, {we Q/<p,q>w<x} pertenece a a y
= € < > < .
qu(x) P{weQ/ <p,q w x}

Siguiendo (Sherwood 1979) tendremos

Jeorema 3.2. Un espacio es generado por pseudoproductos escala-

res si y solo si es isométrico a un E-espacio.
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Definicidén 3.3. Sea S un espacio vectorial y § una funcidn de

sxS en A. Entonces (S5,9) es un espacio generado por distribucio-

nes sobre Rn, si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Por cada k-pla de vectores p,,...,p, de S, existe una

funcién de distribucién k.n-dimensional Hp tal que
10 Pk

= e ,W )
Hpc(l)...Po(k)(wO(l) (k)

>
(=]
H (mlv"‘rmk_ls )

(Wyyon,wy q)
Pre- Py 1 k-1

H
ProsPr-1

donde O es una permutacién de los k-primeros nimeros naturales y

n
los W, para i=1,...,k son vectores de R .

(ii) La aplicacién g viene definida por g(p,q)=Gp , donde

q
para cada x de R, se tiene

6 (x) = J H_ (u,v)
P4 <y,v><x pq "’
Siendo u y v vectores de R" y <u,v> el producto escalar ordina-
rio. Se comprueba (véase [Fortuny 1984]) que la clase de los
E-espacios en los cuales sus elementos son vectores aleatorios
sobre un espacio euclideo coinciden, bajo isometria, con la cla

se de los espacios generados por distribuciones.

Ejemplo 3.1. Si (S,g) es un subconjunto de un espacio generado
por distribuciones formado por variables aleatorias sobre R"
mutuamente independientes tal que para cada punto p de S se tie-
ne la siguiente alternativa: o p tiene asociada una funcién de
distribuci6n absolutamente continua con densidad normal y simé-
trica esféricamente con centro cp de R" (punto no-singular) o
bien p tiene asociada una funcién de distribucién de tipo Ec

n
con cg de R (punto singular). Entonces: P
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€<c > si p y q son singulares
P’ q
] ] g (u,v)du dv si p y q son no-singulares
6 (x)= <u,v><x P9
pa
donde

2 2, 2 2
g - +0 v=cC
(u cp) p( q)
2
Pq

gpq(u,v)=[dep.cq]-nexp[- 1

20

. 2 2 2
‘SIendo Opq=9p*9q ¥ (cp,cp), (Cq.cq)

los centros y las desviaciones tipicas de las densida

des de los puntos p y q respectivamente.

Ejemplo 3.2. Si (S,g) es un subconjunto de un espacio generado
por distribuciones en que sus puntos son vectores aleatorios so-
bre Rn, uniformemente distribuidos sobre un dominio conexo K de

R" y mutuamente independiente. Entonces

Siendo M(x) la medida del conjunto {(u,v) € K2|<u,v><x} i |K| la
medida del dominio K.

4. Andlisis de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
probabilistica.

Al analizar la posible dependencia entre la desigualdad de
Cauchy-Schwarz probabilistica y el axioma de sublinealidad con-
viene considerar los espacios que vienen determinados por ter-
nas (S,g,T) que satisfacen los axiomas A.1 a A.5 de la defini-

cién 2.1, a tales espacios los llamaremos espacios con pre-pro-

ducto interior probabilistico por el hecho de satisfacer todas

las condiciones de producto interior probabilistico, excepto po-
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siblemente el axioma de la desigualdad de Cauchy-Schwarz proba-

bilistica.

Definicidén 4.1. Sea (S,g,T) un espacio con pre-producto interior

probabilistico, diremos que (S,g) estd determinado por un espa-
cio prealeatorio (S,H) si existe un espacio de probabilidad

(Q,a,P), tal que H es una funcidn de SxS en LI(Q)’ de manera

que si qu = H(p,q), entonces se satisfacen las siguientes con-

diciones:

() g(p,q) = Frpgs

(ii) pr > 0;

iii) X =X 3
()pq ap

(iv) XA-pq =A-qu; para A >0 y todo p,q en S. Si ademds H
cumple la condicidn:

(v) Xp+qr(w) < X r(w) + X r(m) para todo w de Q@ y toda
terna p, q rde S, diremos que (5,g9) estd determinado por un es-

pacio aleatorio.

Teorema L4.1. Cada E-espacio con pre-producto interior estd deter
minado por un espacio aleatorio. Cada espacio con pre-producto
interior probabilistico estd determinado por un espacio pre-alea
torio. Adem3s cada espacio de Menger con pre-producto interior

bajo 1a t-norma M estid determinado por un espacio aleatorio.

El principal resultado de esta seccidén es el siguiente teo-
rema

Teorema 4.2. Si (S,g) es un espacio con pre-producto interior
probabilistico determinado por un espacio aleatorio. Entonces
(S,g) cumple la desigualdad probabilistica de Cauchy-Schwarz

con la funcidn de Cauchy-Schwarz TWP'
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Si ademds (S,g) satisface la condicidn de sublinealidad con

la funcién triangular Ty» entonces (S,g) cumple la desigualdad
probabilistica de Cauchy-Schwarz con la funcidn Tup*

Demostracién. En primer lugar veremos que si (S,g) est3d determi-
nado por un espacio aleatorio de base (Q,a,P), entonces se satis

face la condicidn:

x2 < x__.x
Pq PP’ "aq

Efectivamente, sea A> 0, tendremos para cada w de Q-

(w)+X (w)

(w) < X q Ap+q

< X
A-p+q A-ptq A-p Ap+*q

<Xy 0K (@)X (W)X ()

q ag’

AZ

+
pr(w)+2Xqu(w) qu(m)
De las relaciones anteriores se sigue que necesariamente

Xiq(w) < pr(w).xqq(w) para cualquier w de S

y por tanto se tiene la desigualdad funcional

2
< X - X
Xpq PP "aq
Veremos ahora que, como consecuencia de la desigualdad anterior,
se satisface la desigualdad probabilistica de Cauchy-Schwarz con
la funcidn Twp.
Efectivamente:
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Gy (VX) = Fy

(Vx)=P{we Q/qu(w)< vx}
Pq '

Ploeq /X5 (w)<x} = Fla (0
"pq

> FX X (x)=oC P(FX ,Fx ) (x)

X X
PP aq ppaq pp  “aq

=1t (F

wp Py ) (x)

X
pp  “agq

=71,.(6 ,6 )(x)
WP pp’ qq

Finalmente en el caso en que (S,g) sea un espacio con pre-

producto interior probabilistico con la funcidén triangular Ty

se tendrd que (S,g) estar3d determinado por un espacio aleatorio

de base ([0,1],B,1) siendo A la medida de Lebesgue y B el alge-

bra de los borelianos en [0,1], por tanto como qu=G;q' de la
relacidn X2 < X -X se seguird que G“z < G* - G vy dualizan-
Pq pp "aq Pq PP ag

do se tendra

172
G ° > )
pq° J Z Tup(6pp:6qq)

Ejemplo 4.1. Sea s=R? y glp,q)=6G definido por la

(pyspy) (ay.qy)
siguiente expresidn:

1 !
G = — -g + — €
(pyspy)lay,a)) 2 "pyeay 2 “Py 9,

. .. +
Si fijados x,y en R -{0} consideramos los vectores (pyspy)lay,a,)
tal que satisfacen
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0<q2<
0</7'<p1 H 0</7?q].

Entonces se tiene

, () <T (6 () )

S(py.p,) (a;.a, (Py.p) (pypy)  *%(ay.ap) (ay.ay)

por tanto (S,g,t ) satisface los axiomas A.2 a A.5, pero en

' T

cambio no satisface los A.1 y A.6 de la definicién 2.1.

5. Normas y métricas en espacios con producto
interior probabilistico.

En esta seccidn estudiaremos el problema de determinar una
norma y una métrica probabilistica a partir de un producto inte-

rior probabilistico dado.

Teorema 5.1. Sea (S,g,r,w) un espacio con producto interior pro

babilistico. Sea v la funcidén de S en AY definida por

Entonces la pareja (S,v) es un espacio semi-normado probabilisti

co. Si ademds T= Ty Y $=T;p, entonces la terna (S,V,TT) es un es
pacio normado probabilistico.

Demostracidén. Las condiciones (i), (ii) de los espacios normados
probabilisticos (véase [Schweizer-Sklar 1983, Cap. 15.11]) son
consecuencia inmediata de la definicidn 2.1 en cuanto a la con-

dicién (iii), se tiene
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2y _
V}‘p(x) = G}\-p )wp(x ) = G)\Z (x

2
.2, X X
=6 (%) =6 o) (-Z)=v ()
2
PPy PP |Al p l)‘l
para todo x de R* y A>0, as7 (S,v) es un espacio semi-normado
probabilistico. Ahora si T=TM y ¢=TTP, para cada p,q en S vy
. +
cualquier x de R, sean u,v en R" tal que u+v=x, como consecuen
cia de la sub-linealidad y de la desigualtad de Cauchy-Schwarz

de g y de las propiedades de la t-norma M, tendremos

2 2 2
G X = G u“+uv+v’
P+q p+q P+q( ) p+q P+q(

<
—~
x
~

"

+uv)

2 2
> N[M(Gpp(u ), qu(u v), M(G p(u-V), qu(v )) ]

q

\Y

2 2yy_
T(Gpp(u ), qu(v )) T(vp(u),vq(v))
Por tanto tomando el supremo, tendremos
vp+q(x) > Sup{T(vp(u),vq(v))|u+v=x}
= TT(vp.vq)(x)

con lo que queda establecida la desigualdad triangular de la nor

ma probabilistica.

Como consecuencia del anterior resultado, nos

queda determinada una semidistancia probabilistica definida por

.2

F = G °j
Pq P-q p-q
" Jeorema 5.2. Si (S,g,7T,p) es un espacio con producto interior

probabilistico, tal que la pareja de funciones (t1,p) cumple la
condicidn en AY:
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L2 .2 L2 .2 .
T(Foj®,60j%) < T(F,6,0(F,6)ej%,@(F,G)oj2)e)?

Entonces (S,v,T) con vp = g(P p)°j2, es un espacio normado proba
’
bilistico.

Teorema 5.3. La inecuacidn funcional del teorema 5.2, para la pa

reja de funciones del tipo T=Tq ¥ $=Tqps solo se verifica para
T=M.

Demostracidén. Si T=Ty Y $=Typs dualizando (véase [Frank-Schweizer,
1975]) se tiene la inecuacidn funcional. Reciprocamente, si se
tiene la inecuacidn funcional del teorema 5.2, entonces poniendo

F=K? y G=K? y tomando el valor x=1, nos quedara

T(a,b) < sup {T(t(k2,k2) (u), 7 (k"3x12:b} (Max{a,bdy (),
or LR RN TN 1
o<u<1
Oo<v<1

= T(T(a,b), T(Max{a,b},Max{a,b}) < T(a,b))
asi necesariamente
T(a,b) = T(T(a,b), T(Max{a,b},Max{a,b}))

y haciendo a=b, tendremos que T(a,a) serd un elemento idempoten-

te y como que a era un valor arbitrario, se concluird que T=M.

Otra manera que presentamos, para asociar normas y métricas
probabilisticas, es a partir de lo que llamamos funcidn asociada

T a (t,¢), que a continuacién pasamos a estudiar.

Definicién 5.1. Dado un espacio con producto interior probabilis

tico (S,g,r,w), toda funcidn triangular T que satisfaga la si-
guiente desigualdad en A+:
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.1/2 /2 1/2

- .1 . .2 .1/2 .1/2
T(F,0) <alFe'? 60512 0(Fo3 2 6o 2y ai 0 (Foj /2 6ei P

.2, .2
o) ]oJ

la llamaremos funcién asociada a la pareja (1,p).
Teorema 5.4. Ty €S una funcidén asociada a (TM’TMP)'

Teorema 5.5. Sea (S,g,1,?2) un espacio con producto interior pro-
babilistico. Sea v la norma probabilistica asociada. Encontes la
terna (S,v,T') es un espacio normado probabilistico para toda fun
cidén triangular T' tal que T' < %, siendo T la funcién asociada
a (t,6). Ahora estudiaremos el problema de caracterizar las nor-

mas que provienen de productos interiores probabilisticos.

Teorema 5.6. Sea (S,v,T) un espacio normado probabilistico y ¥
una funcidon de Cauchy-Schwarz cumpliendo las siguientes condicio

nes:

(1) e(G,t(F,H))=T(p(F,G6), ¥(H,G)); para toda terna F,G,H de A"
(2) ¢(F(j/A),6)=p(F,G)(j/A); para todo A >0.
(3) ¢(F,6) = w(Fej'/2, Goj'/2).52; Lara toda F,G de A%,

(4) ¢(F,F)°j2=F para todo F de AT.
Entonces la cuaterna (S,9,7,¥) donde g viene definida por
9(p,q) = ?1vpvy)
es un producto interior probabilfstico.

Jeorema 5.7. La Gnica pareja de funciones triangular y de Cauchy-

Schwarz del tipo TT % TT'P con T y T' continuas que satisfacen

las hipé i
ipOtesis del teorema 5.6 es (T“,TMP).
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up Y =Ty teniendo en cuenta los teoremas

de dualidad de Frank-Schweizer [1975] se verifican las condicio-

Demostracién. Para ¢=t1

nes del teorema 5.6.

Reciprocamente si la pareja (TT,TTP) satisface las condicio

nes del teorema 5.6, para G arbitraria en A , se tendri
6 = ¢v(e,,6) = ‘9(1(51/2'51/2)"3)
<T(‘p(e‘|/2»(;),‘IO(E«I/Z:G)

w[6(2j), 6(2j)1

< 1,(6(2j), 6(2))) = ¢

por tanto necesariamente G=t[Go2j, Go2j] y en consecuencia, ha-

ciendo el cambio funcional F=Ge2j se tendr3a
F(j/2) = t(F,F) para toda F de at
Ahora para cada x>0 y cada F de a*

r(-’zi) = sup {T(F(u),F(v))}
X=u+v

= sup {T(F(u),F(x-u)) |§ < u<x}
pero al ser la t-norma T continua y F arbitrario a1A+, podemos
.2 + .2 R
escoger una funcion F de A que también sea continua y entonces

. I x
necesariamente para cada x>0 existir3d un u, en [f,x) tal que

T(F(ug), Flx-u))) = F(

N %

) (*)
X
pero como uo = 7 > x-uo, por ser F no-decreciente se tendri

Flx-u) < F(3)
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porotro lado si se cumple (*) se sigue
X
Flx-u ) 2 T(F(u ), Fx-u))) 2 F(3)
y ast
= X
Flx-u)) F(3)

en consequencia, tendremos que para cada x>0 y cada funcidn con-

tinua y estricta de a* se cumple la relacidn
X X _ X
T, 63 = &}

ahora como para cada a en [0,1] siempre podemos encontrar una G

y un x tal que a=G(%) se tendra
T(a,a) = a

con lo que todos los elementos de [0,1] serdan idempotentes por T,

de lo que se sigue que T=M.

Andlogamente si $=Trip cumple la condicion (4) del teorema

5.6, se comprueba que T'=M.

6. Ortogonalidad probabilistica.

En esta Gltima seccidén se proponen nuevas técnicas, en las
que se utilizan los productos interiores probabilisticos como
instrumentos que permiten analizar el grado de dependencia o se-
paracidén direccional entre dos objetos, via la consideracidn de

relaciones de ortogonalidad probabilistica.

Definicidn 6.1. Sea (S,g) un espacio con producto interior proba
bilistico. Dados dos vectores, p,q en S diremos que son t-ortogo-
nales para t en (0,1) si
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+
G 0 )>1-t
[6,41(0%)

Obsérvese que la condicidn ]qul(t)>1-t se puede interpre-
tar como que es 'altamente posible que el producto escalar entre

dos vectores p y q sea pequeiio'.

Si Gpp es continua en el cero, la relacion de t-ortogonali-
dad es antireflexiva, simétrica e implica la independencia 1li-

neal en espacios suplementados.
Teorema 6.1. En un espacio simple (S,<,>,G), la relacién de
t-ortogonalidad es equivalente a la <,>-ortogonalidad ordinaria

si G es continua en el 0.

Definicidn 6.2. Sea (S,g) un espacio con producto interior pro-

babilistico y sea A un subconjunto de S, llamaremos penumbra or-

1
togonal de A al conjunto A t de todos los vectores de S t-ortogo
nales a todo vector de A.

Teorema 6.2. Sea (S,g,T,p) un espacio con producto interior pro-

babilistico y supongamos que se cumple la condicidn
+ .
[t(F,G6)](0 )>1-t siempre que
+ +
[F](07)>1-t y [6](0")>1-t para t en (0,1).

Entonces, si A es un subconjunto de S, la penumbra ortogonal de

A es un subespacio vectorial de S.

1 1t
Demostracidén. A t es no vacio por contener al 0. Sea p,q en A

y A en R, se tiene

163 . psq 0% = (e qu)|(0+) > 1-t

Apr’

ya que 'prr|(0+) > 1-t vy |qu|(0+) > 1-t para cada r en A,
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. Lt
as? A-p+r estd en A .

Para dar alternativas menos exigentes a la definicion de

t-ortogonalidad introducimos la nocién de funcidn de perfil co-

.2 +
mo una funcidn y de 4 .

Definicién 6.3. Sea (S,g) un espacio con producto interior pro-

babilistico y sea ¥ una funcidn de perfil. Dados dos vectores

p,q en S, diremos que son ortogonalmente indistinguibles modulo

¥ osi

Pq

escribiremos p(ly)q.

Teorema 6.3. Sean p,q dos vectores en un espacio con producto in
terior probabilistico, entonces son t-ortogonales si y solo si
existe una a en (o,1] tal que p(l<a>)q donde <a>=a-e°+(l-a)ew,
es decir, la t-ortogonalidad implica la ortogonalidad indistin- .
guible.

Utilizando las propiedades aritméticas del semigrupo (A,T)
y una funcidn de perfil ¥ se puede definir niveles superiores de

penumbras ortogonales, basta para ello considerar las t-potencias
de y definidas recursivamente via

(", )

<
I

Esta consideracidn nos permite introducir una nocién de me-
dida de ortogonalidad de vectores de un espacio con producto in-
terior probabilistico como sigue.

Definicidén 6.4. Sea (S,g,T,¥) un espacio con producto interior

probabilistico y Y una funcién de perfil. Dados Py qdesS, el
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grado de ortogonalidad (médulo y) de p y q: 6y(p,q) es el mas

pequefio nimero natural n (si existe) tal que p(lwn)q.

El valor de 6y(p,q) nos especifica el nivel de ortogonalidad mg
dulo y que puede ser muy Gtil en las aplicaciones

donde se disponga de numerosos datos experimentales.
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