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ABSTRACT

Let F be a stochastic matrix. We give a nece-
ssary and sufficient condiction for the exis-

tence of the Llim th from which follows the
t>x

classical regularity conditions. An other re-

gularity condition based in the Banach point

fix theorem is also given.

I. Introduccion.

La matriz cuadrada P=(pij)’ de orden r, es una matriz esto-
castica si pij =0y Pu=u, con u={(1,1,...,1). Asi, el producto
de matrices estocdsticas es una matriz estocastica y si existe
el limpt, es una matriz estocadstica. Por la definicién, una ma-
tri§+:stocéstica tiene siempre el valor propio 1. El mdédulo de
los restantes valores propios es siempre menor que la unidad, vya
que si Pv=Av entonces P" v=ﬁWv, estando acotado el primer miem-
bro de esta igualdad, mientras que la acotacidn del segundo exi-

ge que |A] < 1. La reducida, compleja, de Jordan de P es
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y la reducida de Jordan de Pt es
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................. , siendo A% = E(—%ﬁ)ﬁ'z thi AL 00
............... A i 000
m t
..................... A
7/

De la acotacidn de Pt, (t=1,2,...), se deduce que los bloques que
corresponden a los valores propios de médulo unidad carecen de
unos, lo cual exige como condicidn necesaria y suficiente que
coincidan la dimensidn del subespacio propio correspondiente a

Ai con su orden de multiplicidad. Asi, la reducida de Jordan de
t

p- es:
(1 o 0 o0 0 0
0 1
0 1 0
o/ﬁ 0 0
0 o ) 0 o 0
0 o0 0 o /{?o
t
0 0 Aig

............................................ .
0 0 0 0 . ... 0 0 . ... A

' . . t
con |K |=1K, 1= =K =1 y Tim AL =0,...,1im A= 0, (1)
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Por otra parte, si Pv = sv, entonces |ﬂ=1,nﬁx{|vﬂ, 1Sise}=1

En consecuencia, todo va

y Iv: [= 1, por lo que E P. .v.=SV
(o]

! vel Tod'd i’
lor propio s de mdédulo 1 de una matriz estocastica es raiz de la
unidad. En la Gltima igualdad el mbédulo del segundo miembro es 1,

siendo igual a 1 el mdédulo del primer miembro sdlo cuando vj=vi ,
1

con [Vi |= 1, cuando Pi' # 0. Por lo tanto, v. = Sv.

1 J " 'o-
Reiterando el razonamiento, se tiene Vi SsVL o, Y, en gene-
2 1
ral, v, = v; por lo que se verifica que 1=sM™N,
m n
Asi, la condicidn necesaria y suficiente para la existencia
del |impt es que sea 1 el Gnico valor propio de P de mdédulo 1.
t > - )

- Como la suma de las raices n-simas de la unidad es cero,

oo
{pt}t=1 converge siempre en media, es decir en el sentido de Ce-

saro.

La matriz estocadstica P define un endomorfismo f en C' por

r r r r. r. . r
siendo (t-1) © (t-A) ' (t=A,) 2o (o= Tl AL ) (KT,

con méx{lKi+]I,...,IKm|}<1, el polinomio caracteristico de f.

- r . Lo . a .
Ademas, C ‘admite la siguiente descomposicidn en suma directa de

subespacios f-invariantes.

r - "o " "2 Ti
¢ = Nac. (f-1) @Nﬁc.(f-r(1l) oNGc. (F-A1) ®...0NGc (f-A1) '@

r.

® Nac. (f-K 1) i+l e eNGc.(f-Kml)rm (2)

i+1

IT. Limites en matrices estocasticas.

. .- r . . - .
Proposicidén 1. Sea p un vector _.de C . Es condicién necesaria y

suficiente para la existencia de limpt, que en la descomposiciodn
t >
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r

segin (2) de P, sean nulas las componentes en Nacl.(f- h,

(1 <h<i).

')

Demostracidén. Si p = Po + Pi+1+"'+Pm’ entonces
pp =P 4+ P At & +P At (3), por lo que, habida cuenta de
o i+1 i1 T Tmm? ’ ’

. Lot . _
(1), se tiene 1impP~ = Po. Si es p = Po + P1+"'+Pi+Pi+1+"'+Pm’

con Pl# 0, por ejemplo, entonces th = P0+A§ P]+...+K? Pi+

t t . t,® .
Fo AP AT e P A Della no convergencia de {Ki}t=l se si

t [oe]
gue que {pP }t=1 no es convergente.

Se dice que la matriz estocastica P es regular si existe

. t . . . E .
lim p~ y es una matriz con todas sus filas iguales. La matriz P
t >

es, pues, regular si, y solo si, se verifica una de estas condi-

ciones equivalentes:

t
a) Los limites de {pP }?=1, para pe{e1,e

2,...en}, con
e, = (1,0,...,0),...,en = (0, 0,...,1), existen y son iguales.
b) Existe un vector q tal que limth= (P1+P2+...+Pr) q, para cual

f >
quier p ec’. La comprobacidn de que g es un vector probabili-

dad es inmediata.

Teorema. La condicidn necesaria y suficiente para que sea regu-
lar la matriz estocastica P es que sea 1 el {lnico valor propio

de P de mbédulo 1 y que este valor propio sea simple.

Demostracidn. Ya que es 1 el lnico valor propio de P de md-

dulo 1, existe

. t
lim p~ =
t >
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Postmultiplicando por P, tenemos piP=pi, (1< i< r). Los
vectores probabilidad Pi» (1 < i < r), son propios y correspon-
den al valor propio 1, por lo que Py =-::= P-

Reciprocamente, si P es regular, el Gnico valor propio de P
de mdédulo 1 es 1 y, en consecuencia, para que se cumpla b), el
espacio propio correspondiente a este valor propio ha de ser de

dimensidn 1.

De la proposicidon 1 se deduce directamente esta otra condi-

cién de regularidad.

Proposicidn 2. Es condicidn necesaria y suficiente para que la

matriz estoclstica P sea regular que 1 sea el {nico valor propio
de P de médulo 1 y sean iguales las proyecciones de e

€prenn Y
r
e segin (2), sobre Nacl. (f-1) ©-

1
Demostracidén. El dnico valor propio de mbédulo 1 es 1 si, y

sb6lo si, existe lim.pt (1 < i< vr). En virtud de (3), Iime.pt
t-)OO 1 t-)-oo 1

-
coincide con la proyeccidn de e, sobre Nacl. (f-1) ©, lo que de-

muestra la proposicidn.

Notas. Si es 1 el Gnico valor propio de mdédulo 1, entonces

P - r
la proyeccidn de e, sobre Nicl. (f-1) ©, de acuerdo con (2), es
un vector probabilidad, ya que coincide con la fila i-ésima de

limpt.
to>o
La matriz estocdstica P define un endomorfismo g en RT por

P : . . .2 .
gp = p . Este endomorfismo g permite la elaboracidn de proposi-
ciones andlogas a las expuestas, si bien aparece la complicacidn
de que existen polinomios con coeficientes reales primos de orden

dos.

IIT. Un criterio de regularidad basado en
el teorema del punto fijo de Banach.

Recordemos que la matriz estocadstica P es regular si, y s6-

lo si, existe ligpmt para algin me N, y son iguales todas las fi
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las de la matriz. En efecto, sea Pt=(Pij)’Mk(t) =

—max P, (t), ie{1,2,...r}} y mk(t)=mrn{pik(t),ie{i,z,...,r}}.

k r
= < >
De pik(t+]) ji]pijpjk(t) se deduce M(t+1) < Mk(t),y mk(t+l%/mk(ﬂ.
La sucesidn {dk(t)=Mk(t)-mk(t)}:;] es decreciente. La regularidad
de P equivale a gque sea limdk(t) = 0, (k=1,2,...r), que por lo an
>
terior, se cumple si lim dk(mt) =0, (k=1,2,...,r).
t+®
Para que sea lim dk(mt)=0 basta con que minpi.(m)=c>0.
t>oo i ’J' J
Veamos que, en efecto, si se toma i de modo que Pik((m+1)t)=

=Mk((m+l)t), y q de modo que pqh(mt)=mk(mt), el sumatorio
r i

pik((m+l)t) =j§]pij(m)pjk(mt) puede escribirse Mk((m+1)t)=

=piq(rn) qu(mt)+‘52é pij(m) pjk(mt)_< piq(m) m (mt)+
J#q
+Mk(mt)(l-piq(m)) < Mk(mt)-(Mk(mt)-mk(mt))c.
Se prueba anidlogamente que mk((m+l)t) > mk(mt)+(Mk(mt) -

- mk(mt) ))c. Restando ambas desigualdades:
Mk((m+|) t) - mk((m+l) t) < (Mk(mt)-mk(mt))(l-ZC)

o -

Como {dk(mt)}t=].decrece mas rapidamente que una progresidn
geométrica de razén menor que la unidad, su limite es cero.

Esta condicidon suficiente no es, por otra parte, necesaria,

10
10

Vamos a exponer una condicidn necesaria y suficiente de regulari

ya que no es cumplida por la matriz estocdstica regular

dad, basada en el teorema del punto fijo de Banach.

Sea (E,d) .un espacio métrico completo. La aplicacién T de E
en E se dice que es contractiva si existe una constante k,
0 <k <1, tal que d(T(x), T (y)) <k d (x,y).

El teorema del punto fijo de Banach afirma que entonces exis

. n . P . . PR
te 1imT x=z, siendo este limite independiente de x y z es el dni
n->c
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co punto de E tal que Tz = z.

Se considerar3d que E es el conjunto de vectores probabili-
dad de R" y que d(p,q) = Max (Ipi-qil), (1 <i<r).

Teorema. Es condicidn necesaria y suficiente para la regularidad
de P la existencia de un nimero natural m, de modo que la distan
cia entre dos filas de P" sea menor que 1/E (r/2), donde E indi-

ca la parte entera.,

Demostracién. En efecto, si M es regular el limite de la
distancia entre dos filas de Pt, cuando t»», es cero. Por consi-
guiente, existe un nimero natural tal que la distancia entre dos

filas de P" es menor que 1/E (r/2).

Basta, para demostrar el reciproco, comprobar que es con-
tractiva la aplicacion T definida por Tp = ppm pues, en tal ca-
so, y en virtud del teorema del punto fijo de Banach, existe

Iiumt y es una matriz con todas las filas iguales. Estudiemos
toro

la contractividad de T. Sea p y q dos elementos de E, de compo-

nentes Pisd;s I={ie{1,2,...,r}: P;7a; = 0}; e lz={1,2,...,r}-l1.
r

Como % (pi-qf)=0, tendremos:
i=1

B=2x (p;mq;) = I (aq;-p,) <d(p,q). E(r/2),
ie J ied
1 2
siendo inmediata la Gltima desigualdad si se considera el sumato

rio con menor nimero de sumandos.

Siendo
]
m P'
p =| , se tendra
.
r
m i 9 ;7P
(p-q) P" = I (p;-q;)pj- I (a;-p;)pi=8( I g Pt g Pi)s
ieJ] ie‘J2 iEJ] fQZ
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donde el paréntesis es la diferencia entre dos combinaciones con
m P
vexas de vectores de P, por lo que el maximo de sus componentes

es, en médulo, menor o igual que un cierto a<1/E(r/2).

En consecuencia,

d(Tp,Tq) < Ba<d(p,q) E(r/2) a= Kd (p,q),

siendo K = E(r/2)a<1. Queda asi demostrado que T es contractiva.
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