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SOBRE L-ORDENES ENTRE t-NORMAS ESTRICTAS

C. Alsina y J. Gimenez

ABSTRACT

Several order relations in the set of
strict t-norms are investigated.

En el estudio de las soluciones de la ecuacidén funcional de
la asociatividad ([1,2,3]) y en el contexto de los espacios métri
cos probabilisticos ([4]) existe una clase de semigrupos topoldgi
cos ordenados, t-normas, que juegan un papel fundamental. Diver-
sos problemas relacionados con las desigualdades triangulares en
espacios métricos probabilisticos han motivado el estudio de rela
ciones de orden en el conjunto de las t-normas. En esta nota se
introduce una familia de tales relaciones en el subconjunto de
las t-normas estrictas y se establecen diversas conexiones con

las relaciones de dominancia ([4]).

. . + L+
Sea £ el conjunto de las funciones L de R xR en RY que sa-

tisfacen las siguientes condiciones:

(H) L(ax,ay)=alL(x,y), para todo a,x,y de R+;

(UH) Si f:R*" + RY es estrictamente creciente, f(0)=0 y f cumple
f(L(x,y))=L(f(x),f(y)), para todo par x,y de R+, entonces

existe una constante a tal que f(x)=a-'x, para todo x de RY.
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Ejemplos de funciones en £ son Lk(x,y)= l:xk+yk siendo k
cualquier constante positiva vy Mp(x,y)=px+(1-p)y siendo p€lo,1].
Nétese que mientras la homogeneidad de Lk y Mp es immediata la
verificacidén de la condicién (UH) requiere la aplicacién de re-
sultados clasicos de ecuaciones funcionales ([2]). La importan-

cia de estos ejemplos radica en los resultados siguientes:

. . . . + A
Teorema 1. Una operacidén binaria L en R" que sea asociativa, con
tinua, estrictamente creciente y con 0 como unidad pertenece a

L, simy sélo si, existe una constante K>0 tal que L=Lk'

Teorema 2. Si W:R+ > RY es continua, estrictamente creciente vy
Y(0)=0 entonces la funcidén media casi-aritmética asociada
Mw(x,y)=¢_1((¢(x)+w(y))/2) pertenece a £ si y sdlo si existen

L b . .
constantes positivas a,b tales que ¥w(x)=ax , es decir, si

b
M (x,y) =7 (xb+yb)/2.

)

Utilizando el conjunto £ podemos introducir la siguiente:

Definicién 1. Fijada L €L se dird que una t-norma estricta T] es

L-menor que otra t-norma estricta T y se escribira T] < T si

2’ L 2’

la funcidn f] =t ot;] satisface la desigualdad

2 1

FL(LGGy)) S L(F L, (x), fp,(9)),

para todo par x,y de R+, siendo t] y t2 los generadores aditivos

de T1 y TZ’ respectivamente, que satisfacen t](1/2)=t2(1/2)=1.

Entonces resulta:

Teorema 3. Para cada L de £ la relacidn <L es de orden en el con

junto de las t-normas estrictas.

Demostracion. Obviamente la relacidn <L es reflexiva. Si

1 .
=t2°t son crecientes

3

=+ o3 ]
LT3 entonces F]Z_tZ ty v f23

y satisfacen las desigualdades

< <
T sT v Ty
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12 12

. _ -1_ . . .
y consecuentemente la funcidn f13—t1 t3 ‘f12 f23, satisfara:

f13(L(x,y))=f12(f23(L(x,y))) < f]z(L(f23(x),f23(y)))

N

L(F 5 (Fy G0y, (Fyp (D)=L 5 (0, F 5 (1)

de donde se sigue la transitividad de <L. Finalmente para esta-
blecer la antisimetria de la relacidn supongamos que T] <LT2 y
-1 -1 -1 .
< H = o = o =
T2 \lTl’ es decir, f]Z t] t, v f21 tyot, f12 satisfacen
<

Fl(LGay)) < LUF NGO, F15(0),

de ello se deduce que:

1

Frp(Ly)) S LOF L (x) L F (YIS LUF D (F L (), F 10, (1))

= flz(L(x,y)),

de donde, por ser L de £, necesariamente flz(x)=ax y por tanto
T,=T,.

Ejemplo 1. En el caso L=+, la relacién de orden T, <, T, viene da

1 + 2
da por la subaditividad de la funcidn f12=t]°t£ lo cual es equi-
valente al orden ususal puntual: T](x,y) < Tz(x,y), para todo

x,y de RY.

Ejemplo 2. En el caso L=Mp, la relacidon de orden T] <M T2 viene
_ p

t]ot ! y por tanto <

dada por la convexidad de la funcidn f 2

12 Mp

implica <

. siendo < =<M para todo p,q en [0,1].

M
P q
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. - < . P .
Ejemplo 3. En el caso L MW resulta que T] \N¢T2 si y so6lo si

f17=t10t;] es tal que f12=j1/b°gojb siendo g una funcidn convexa

b ———
Y Mw(x,y) = (xb+yb)/2. Nétese que en el caso b=1 resulta
< = < .
Mo \M1/2
Teorema 4. En el conjunto de las t-normas estrictas se dice que

una t-norma T1 domina debilmente a otra T2 si y sdlo si

T,(a,Ty(b,c)) = T,(T{(a,b),c),

para todo a,b,c en [0,1]. Entonces T. domina debilmente a T, sfT,

1 2
y.sdlo si, T, < T, y por tanto la dominancia débil es precisa-
' 2 My
mente la relacién de orden <M
1/2
Como sea que la dominancia débil es implicada por la rela-

cién de dominancia ([41]):
) >
T (T, (a,b),T,(c,d))> T, (T, (a,c),T,(b,d)),
cabe plantear el siguiente:

Problema abierto: Es la relacidon de dominancia un L-orden en el

conjunto de las t-normas estrictas?.

Una respuesta afirmativa permitiria probar la transitividad

de la dominancia (Problema 12 en [4] ).
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