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PRODUCTOS NUMERABLES DE ESPACIOS NORMADOS
PROBABILISTICOS

Roser Rovira

ABSTRACT

Following the studies made by Alsina and
Schweizer about countable products of proba-
bilistic metric spaces, two kinds of products
of probabilistic normed spaces are investiga-
ted.

Los espacios normados probabilisticos, introducidos por
gerstnev en 1962 [5,6] y posteriormente estudiados por Prochaska
[3] y otros a‘partir de 1967, son una generalizacién natural de
los espacios normados reales cuando se sustituye el semigrupo

real de valoracién por un espacio de funciones de distribucidn.

Definicidon 1. Sea A el conjunto de las funciones de distribucién,

es decir,

A={F|F:R > [0,1], no decreciente y continua

por la izquierdal.
En A distinguiremos el subespacio:

At = {F|Fea, F(0)=0}.
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+ g
Como elemento destacado de A , llamaremos €, @ la funcidn

definida por:

e, (x) =

Definicidn 2. Una funcién triangular T es una operacién binaria

+ . s .
en A tal que es conmutativa, asociativa, creciente en ambas va-

riables y con el elemento €, como unidad.

Como ejemplos de funciones triangulares consideramos:

my (F56) (x) W(F(x),6(x)) = Max(F(x)+G(x)-1,0),

Sup {W(F(u),G(v))} Y
utv=x

T, (F26) ()

Thin (F6) (x) = Sup {Min(F(u),6(v))}
u+y=x

L + . . P
Definicidén 3. Sea (A ,1, < ,eo) un semigrupo abeliano topoldgico

ordenado y con elemento unidad €,5 Y sea E un espacio vectorial

sobre un subcuerpo K de R. La terna (E,N,T) es un espacio normado

probabilistico (brevemente E.N.P.) si N es una aplicacién de E en

N (N(p)=Np) que satisface las siguientes condiciones:
(1) Np=€0 si y sélo si p=0,

(2) N p=Np(j/|A|) para todo p de E y todo A de K-{0}.

A

(3) T(Np,Nq) <N para todo pér p,q de E.

p+q

En estas condiciones la aplicacidn N recibe el nombre de norma

probabilistica.

En la primera parte de este articulo se construye el I-produc
to de una familia numerable de espacios normados probabilisticos
y se demuestra que, bajo determinadas condiciones, el I-producto

es también un espacio normado probabilistico. En la segunda parte
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analizamos este tipo de producto para el caso particular de espa
cios simples. A continuacidn, se estudia otro tipo de producto
numerable (T-producto) que también nos permitird construir nuevos
espacios normados probabilisticos a partir de una familia dada y
se analiza por qué no es aplicable a nuestro caso el producto de
finido por Alsina y Schweizer [2] para espacios métricos probabi-
listicos que engloba los casos anteriores. Finalmente algunos con

ceptos topoldgicos son estudiados para ambos tipos de productos.

Definicidon 4. Sea (Ei’Ni’Ti)i en una familia numerable de E.N.P.

Llamamos Z-Broducto de esta familia al espacio ( T Ei,NZ) donde
I, e + ) . o =1
NT: o Ei > A es una aplicacidon definida por:
=1

N ()=
1

I ™8

1 . .- ©
—— N.(p.) para cualquier sucesién (p.) de T E..
PR i o

Para simplificar la nomenclatura anotaremos:

~ NZ i _
T , NB = N ((p;)) vy er’i_Ni(pi)'

Teorema 1. EIl X-prcducto (E,N) de la familia (Ei’Ni’Ti) de

ie N
espacios.N.P., es espacio normado probabilistico con la funcidn
triangular Ty si cada elemento de la familia es tal que T, = Ty

Demostracidn: Para demostrar que la terna (E,N,nw) es un

E.N.P. verificaremos las tres condiciones de la definicidén 3.

(1) Es inmediato que NB = gy si y solo si 5=5 ya que, por defini-
.2 _e 1 i 2 1
cion, Na = 2 - NO = )L — € _=¢g
i=1 2 ii=12' 9 °

(2) Si AeK-{0} y p€e€ E se tiene:

[o o] [ee)
1 i i X X
N,=-(x)= % — N (x) = = N (—==)=N-(—=—) para todo AeR.
Ap i=1 21 APy i=1 Pi (a] P x|
(3) Para demostrar la desigualdad triangular utilizamos la condi-

cidn T = Ty en la siguiente cadena de desigualdades.
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My (NS NG) (%) = Max (N (x)+N2 (x)=1,0) =
Max(iEI iT N;i(x)+i§1 iT N;i(x)éd,o) = /
=Max(i§] ;—i(N;i(x)+N;i(x)-1),0) <

i:f] ;—I Max(N;i(x)+N;i(x)—1,0)=i:Z°1 ;—. ﬂw(N;i,N;i)(X) <
irl iT Ti(N;i’N;i)(X) < ifl iT N;i+qi(X) )

N- = (x) .

p+q

Dado que existen muchas t-normas mayores que W (en particu-
“lar el producto y el mfnimo) (véase [4]) este teorema es aplica-

ble a un gran nimero de E.N.P.

Si ahora formulamos el XI-producto de la familia (Eiﬂi’TﬂieN
considerando la funcidn triangular Tw:A+xA+ > A+ obtenemos un resul

tado similar al anterior.

Teorema 2. El I-producto (E,N) de la familia (Ei’Ni’Ti)ieN de es
pacios N.P. es un espacio normado probabilistico con la funcidn

triangular T1,, siempre que T, =2 1,, para todo i € N.

W W

Demostracidén: Las dos primeras propiedades se demuestran co

mo en el teorema 1. Para la desigualdad triangular tenemos:

TW(NB’NE) (X)=i:5=X{MaX( (NB(W)+Na(V)-1 ,0)}.

Sean u,v tales que u+v=x,

_ _ _ Ny = o l_ i
Max(Np(u)+Nq(v) 1,0) MaX(iE1 2. Npi(U) +

L N;'(v)-1,0)=Max( b l~(N;‘(u)+N;'(V)-1),0) <

120 9 i=1 2" P i

I ™8
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T ]—i-Max(Ni (W+NT (v)-1,0) < T L sup {Max(
i=1 2 Pi 9 i=1 2'u+v=x

i i 2 i i

N (u)+N_ (v)-1,0)}= — 1, (N ,N_ )(x) =

Pi q9; i=1 28 ¥ooeyT g

©® 1 P © 1

Y — 1.(N" ,N' ) (x) € T —N (x)=N- =(x).
i=1 2 1Py ay i=1 2" Pitay P*q

Por ser cierta dicha desigualdad para toda pareja u,v tales

que u+v=x se tiene:

TW(NB’Na)(X) =ui:zx{Max(NB(u)4Na(v)—l,0)} < N5+a(x).

Tal como estd definido en [5] uno de los ejemplos mads importantes

de E.N.P. son los llamados espacios simples.

Definicidédn 5. Sea (V,ll ) un espacio normado cualquiera y sea

G € A+, G # €o° Se define espacio simple como el espacio que tiene

asociada la aplicacién N:V - A" dada por N;=HPHGA (NP(X)=G(W%W))'

Todo espacio simple con la funcidn triangular T es espa-
Min)' Ve

remos ahora que el X-producto de E.N.P. simples no es en general

Min
cio normado probabilfistico que denotaremos por (V,llll,G,T

simple.
Consideremos la familia de E.N.P. simples de manera que cada
componente sea el espacio (R’ll’G’TMin) con G#eo. Segin la defi-

nicidn 4 el I-producto de esta familia seréa:

( it R,N, T

).
i=1 W

. . . s +
Si este espacio fuese simple, existiria He A" y una norma 'n'' en
RN

=Ns(x)= §Lon] () (+)

Si escribimos y= —%—7 se tiene:
n(p)’ '
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Considerando p = (1,0,0,...) y g=(0,1,0,...) tendremos para todo
x>0:
1 ® G(x) 1
Na(x) = = G(x)+ £ — e _(x)= + 5
p 2 i=2 2 o 2 2
1 1 _ G(x) 3
Na(x) = € (x)+ EG(X)+ii3 ;— EO(X)— T + g

De estos resultados y de (*) obtenemos:

es decir >

y por tanto haciendo tender y hacia 0:

+
G(0+)= Eigilil que implica que G(0+)=1,

es decir G=€O en contradiccidn con G#eo.
Vamos a estudiar ahora los T-productos.

Definicién 6. Sea (Ei’Ni’Ti)i ey una familia de espacios normados

probabilisticos. Llamamos T-producto de esta familia al espacio
(% Ei’G) donde G: It Ei + AT viene dada por:

. n .
G((p;))= N =w-1im T N =w-Tim (N N,
i=1 Pi oo i=1 Pi  now Piorers Py
en este caso simplificaremos la notacién llamando:

E= T E. y 65 = 6(5)

Teorema 3. Si para todo i €N es T, 2 1, donde T es una funcidn

triangular continua y tal que

T(F(j/A),6(j/A))=t(F,G) (j/A) (donde F,6 €AY, A > 0y j indica la

funcidn identidad) entonces el T-producto (E,G) es un espacio N.P.



Productos numerables de espacios mormados probabilisticos 47

con la funcidn triangular T.

Demostracién: Verificaremos las tres condiciones de la defi
nicidn.
n

(1) En primer lugar G. = W-1im T € =¢_ vy si G- = €_ se tiene
o nsw j=1 © © p o

NI.=€0 para todo i € N, y por tanto p = O.

(2) Para demostrar la segunda condicién tenemos:

1
G,_(x)=W-Tim T(N s o .o N ) (x) =
Ap n--oo Ap] Apn

W-lim TN GZIAD, N G AD) (x) =
Py P

n->o

Gﬁ(x/lkl) .por las propiedades de T.

(3) Para demostrar la desigualdad triangular consideramos:

n . n .
T(Go,G=)=T(W-Tim T N' , W-1im T N' ) =
Poq nveo j=1 Pj nso j=1  9j
n i i n i i
W=1im © (T(N_ ,N_})) < W-1im T Ti(N ND) <
nveo =1 P i neo =1 P 9
Cn
W—l{m T N =G

nsw j=1 Pi*d9; P*a

Con esto hemos analizado los dos tipos de productos numera-
bles que se corresponden con los productos numerables de espacios

metricos probabilisticos definidos por Alsina.

Ahora estamos en condiciones de comparar la topologia fuerte
o topologia (e,8) definida en el espacio producto (gerstnev[5,6D

con la topologia producto inducida.

Definicidén 7. Dado un espacio N.P. (E,N,T), para todo punto pe E y

para todo €>0 y 8>0 definimos el (e€§ )-entorno de p como el con-

junto



. 48
Roser Rovira

up(e,d) = {q €E|Np_qFE)>1-6},

definimos el (€,8)~sistema de entornos de p como la familia

= $ > >
up {Up(e, ), €>0, &>01} ,

y definimos el (g,8)-sistema de entornos de E como la unidn de

los sistemas de entornos de cada punto:

U es una base de entornos para E y nos define una topologia que

llamaremos (e,8)-topologia o topologia fuerte.

Teorema L. Sea (Ei’Ni’Ti)ie Ny una familia numerable de espacios
normados probabilisticos. Sea (E,N) el espacio IL-producto con es

tructura de E.N.P. para t=T7 Si consideramos cada componente Ei

W
con la topologia (g,8) inducida por Ni’ la topologia inducida en

E por N es la topologia producto.

Teorema 5. Consideremos ahora el T-producto de la familia
(Ei’Ni’Ui)ieN * (E,G,T). La topologia (€,8) inducida en E por

G es mas fina que la topologia producto.

Para terminar veamos por qué el nuevo producto definido por
Alsina y Schweizer [ 2 ]que engloba los casos anteriores, definido
a partir de las m-transformaciones, no es aplicable al caso de
E.N.p.

Definicién 8. Para 0<b < », sea Mb={m:[0,b] > §+, estrictamente
creciente, m(0)=0, m(b)=w, invertible}. Para toda F de At y todam de

Mb definimos Fm como la funcién en R definida por:

F(m(x)) 0 < x<b,
Fm) ()= 10im F(m(x)) x = b
x>b~

1 X > b
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Esta funcidén recibe el nonbre de m-transformacidn de F.

Esta nueva funcidon es utilizada por Alsina y Schweizer para
construir la distancia probabilistica del producto de una familia

numerable de espacios métricos probabilisticos.

En nuestro caso tenemos el teorema siguiente que no nos per-

mite una construccidn similar:

Teorema 6. Dado un E.N.P. (E,N,T), no existe ninguna aplicacidn
meE Mb tal que la composicidon M: E > At sea norma probabilisti-
ca. P - Npom

Nota: Consideramos la compositicdn Npom como la aplicacidn defini

da por:

4 0 si x <0
N (m(x)) si  0<x<b
N em(x) = P
Tim N (m(x)) si x=b
x=+b
1 si  x<b

Demqstracién: Supongamos m tal que Np°m sea norma probabilis
tica para todo p#0. Ello contradijce la condicién (2) de la defini
cién 3. En efecto, sea pe E, p#0 (Np#go) y sea xe€ (0,b). Conside-
remos A un nimero real positivo, A<x/b, es decir b<x/\A. Tomando
qge E tal que p=Aq se satisface N om(x/A)=1. Por otro lado
qu(x)=Mp(X)=(NAqam)(x)=Np(m(x)) y por tanto Np(m(x))=l. Por la

continuidad de m tendremos 1im N (y)=1 y por tanto N =g
Y‘>0+ P p [¢]
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