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ABSTRACT

In this paper, by means of the essential deri-
ved operator, the classes of topological spaces

which To-identification spaces are TDD’ TF’ Ty,

or T, are characterized. These classes are rela
ted wWith the classes of essentially—Tz—spaces

(Ro—spaces), essentially—TD—spaces and essen-
tiaZZy—TUD—spaces, already known.

In this way, we introduce several axioms more

general than the azioms between T, and T, defi
ned by Aull and Thron, all of them weaker than
R_.

0

1. Introduccié.

Definicié 1.1. Un espai topoldgic (X,T) és Ty si, per a cada punt

x € X, el derivat de {x}, d{x}, &s unid de tancats.

Definicid 1.2. [ 1] Un espai topoldgic (X,T) és T si, per a ca-

ub

da punt x € X, d{x} és unidé disjunta de tancats.

AMS (MOS) subject classifications (1980): Primary, 54D10. Secon-
dary: 54B15.
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Definicid 1.3. [ 1] Un espai topologic (X;T) és T si, per a cada

punt x € X, d{x} és tancat.

Definicid 1.4. [1] Un espai topologic (X,T) és Top Si és Tp i

per a cada parell de punts x, y € X tals que x # y, es verifica
d{x}n d{y} = g.

Definicid 1.5. [1] Un espai topologic (X,T) és Te si, per a cada
parell de punts x, y € X tals que y ed{x}, es verifica d{y}= 8.

Definicid 1.6. [ 1] Un espaiitopolégic (x,T) és TY si és T. i, per

F
a cada parell de punts x, y € X tals que x # y, es verifica que

‘d{x} Nnd{y} és un conjunt degenerat.

Definicidéd 1.7. [ 1] Un espai topoldgic (X,T) és TYS si és TF i,

per a cada parell de punts x, y € X tals que x # y, es verifica
di{x}ndiy}l = g.

Proposicid 1.8. Un espai topoldgic (X,T) és Tyg si, i sols si, és
T0 i, per a cada parell de punts x, y € X tals que x # y, es veri-
fica dix}Ndly} = g.

Demostracid: Es suficient provar que, en aquestes condicions,
(x,7) és Te. Siy e d{x}, per ser d{x} unié de tancats, aleshores
dly} Cdi{x} i, com que di{x} N d{y} = @, d{y} = @.

Definicié 1.9. Un espai topoldgic (X,T) és TL si el conjunt de

punts de X que tenen derivat no buit é&s degenerat,

Definicid 1.10. Un espai topoldgic (X,T) &s T

1 si el conjunt dg

punts de X que tenen derivat no buit &s buit.

Proposicido 1.11.

JI1 > ﬂDD > io ’
TL > TYS >TY >TF >TUD : >T0
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Demostracidé: En [1] estan comprovades totes les implicacions
amb els corresponents exemples separadors, lleyat de les que fan
referéncia a T,. Les implicacions T] = TL = TYS sén immediates.

L
Els seglents exemples ens mostren que sdn estrictes.

Exemple 1.12, L'espai topoldgic X = R amb els tancats B, R i els

subcohjunts de R que no contenen el punt 0 és TL i no T1.
Exemple 1.13. L'espai topoldgic X = R amb els tancats @, R,
{n} (ne N), {-n,n} (ne N),{x} (xe€R-Z) i 1lurs unions finites

és TYS pero no T

L*

Definicid 1.14. [2] Un espai topoldgic (X,T) és Ro si, per a ca-

da parell de punts x, ye X tals que y ed{x}, es verifica xe d{y}.

Definicié 1.15. [ 3] En un espai topoldgic (X,7), donat un punt

X € X, hom anomena nucli de x el conjunt {X} = {o/x€eo0, oeT} i
cobertura de x el conjunt <x> = {x}\{%X} ({x} és la clausura de x).

Definiciéd 1.16. [ 3] En un espai topoldgic (X,T), anomenarem derij-

vat essenc¢ial de x, x€ X, el conjunt D{x} = {x}\ <x>, és a dir,

la unid de tots els tancats continguts en d{x}.

Definicid 1.17. En un espai topoldgic (X,T), la relacid d'equiva-

Téncia v, definida per

X vy si, i sols si, {x} = {y}
o per la formulacid equivalent

X vy si, i sols si, <x> = <y>

s'anomena relacid de T.-identificacid en (X,T).
lad .

Nota 1.18. L'espai quocient de (X,T) per la relacid anterior,
s

(XO’TO)’ s'anomena espai de T -identificacidé de (X,T). La classe




Rafael Lledd i Josep Guia 212

d'equivaléncia d'un punt x € X és la seva cobertura <x>. La pro-
jeccid candnica entre (X,T) i (XO,TO) s una aplicacié continua,

oberta i tancada [6].

Definicid 1.19. En un espai topoldgic (X,T) direm que un subcon-

junt de X és essencialment degenerat si és el buit o és contingut

en la cobertura d'algun punt.

Definicié 1.20. [3] Sigui Tx un axioma de separacid (o, en gene-

ral, una classe d'espais topologics). Direm que un espai topolo-

gic és ET, (essencialment Tx) si el seu espai de To-identificacié

és T_.
X

ad ¢

Nota 1.21. En general, es verifica la implicacid Tx S T0 = ETx'
Proposicid 1.22. [3]
1) Un espai topoldgic (X,T) és ET, si, i sols si, per a cada
x € X, D{x} és buit.
2) Un espai topoldgic (X,T) és ETD“si, i sols si, per a cada
x € X, D{x} és tancat.
3) Un espai topolodgic (X,T) és ETup si, i sols si, per a ca-
da' x € X, D{x} és unid disjunta de tancats.
4) Un espai topoldgic (X,T) és ET, si, i sols si, per a cada

0
x € X, D{x} és unid de tancats.

Nota 1.23. Els espais ET] sén els espais Ro [2] i els espais ET,

sén els espais topoldgics arbitraris [5].

2. Caracteritzacido d'espais mitjangant el derivat essencial.

Lema 2.1. En un espai topolodgic (X,T), per a cada parell de punfs

X,y € X tals que y e D{x}, es verifica que <y> C D{x}.
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Demostracid: Si y €D{x}, com que D{x} &s unid de tancats,
{y}Coi{x} i, per tant, <y>CD{x}.

Corol.lari 2.2. En un espai topoldgic (X,T), per a cada punt
x €X, D{x} =U{<y> / y en{x}}.

Corol.lari 2.3. En un espai topologic (X,T), per a cada parell

de punts x, y€X, D{x}ND{y} &s unid de cobertures.

Lema 2.4. Sigui (X,T) un espai topologic, (XO,TO) l'espai quo-

cient per la relacidé de To-identificacié, m:(X,T) - (XO,TO) la

projeccid candnica i d_ l'operador derivat en (XO,T

0 ). Aleshores,
m(D{x}) = dy({<x>}).

0

s .
Demostracié: Com que D{x} &s unidé dels tancats, en (X,T),
~continguts estrictament en {x}, i essent m tancada, m(D{x}) sera

la unid dels tancats, en (XO’T continguts estrictament (per

0),
2.2)) en la clausura de <x> en (XO,

To). Per ser ‘XO’TO) un espai
T do{<x>}.

g» resulta m(D{x1})

Lema 2.5. Siguin Tx i Ty dos axiomes de separacié (o, en general,

dues classes d'espais topoldgics) tals que Tx = Ty. Aleshores,
ET_ =ET
X Y

Demostracié: Es conseqiiéncia immediata de 1.20.

Proposicidé 2.6. Un espai topoldgic (X,T) és ET si, i sols si,

DD

és ETD i, per a cada parell de punts x, y € X tals que <x> # <y>,

es verifica D{x} ND{y} = @.

Demostracidé: Si (X,T) és ET en virtud de 1.11 i 2.5, és

DD’

DD’
<x>, <y> de X, tals que <x> # <y>, &s verifica dj({<x>} d({<y>})

=@ i, pel lema 2.4, n(D{x}) Nn(D{y}) = @, d'on resulta
D{x}N D{y} = 4.

ETD"A més, com que (XO,TO) és T per a cada parell de punts

o

Inversament, (XO,TO) és To i, donats <x>, <y>¢€ Xo tals que
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<x> # <y>, es verifica D{x}ND{y} = 4.
Per 2.2, m(D{x}nbD{y}) = m(p{x})w(d{y}). Finalment, per

2.4, do({<x>})ﬁ do({<y>}) = @. Per tant, (X,T) és ETpp-

Proposicid 2.7. Un espai topoldgic (X,T) és ETF si, i sols si,

per a cada parell de punts x, y € X tals que y €D{x}, es verifica

p{yl} = g.
Demostracid: Basta aplicar-hi 2.4.

Proposicid 2.8. Un espai topologic (X,T) és ETy si, i sols si, és

ETF i, per a cada parell de punts x, y € X tals que <x> # <y>, es

verifica que D{x} nbp{y} €s un conjunt essencialment degenerat.

Demostracid: Basta aplicar-hi 2.5, 2.4 i 2.2.

Proposicidé 2.9. Un espai topoldgic (X,T) é&s ET sf, i sols si,

YS
per a cada parell de punts x, y € X tals que <x> # <y>, es verifi

ca D{x} np{y} = p.

Demostracid: Basta aplicar-hi 2.5, 2.4 i 2.2, a partir de la

proposicié 1.8, tenint-hi en compte que els espais ET, sén els es

0
pais topolégics arbitraris.

>

Proposicid 2.10. Un espai topoldgic (X,T) és ET si, i sols si,

el conjunt de punts de X que tenen derivat essencial no buit és

essencialment degenerat.

Demostracud: Basta aplicar-hi 2.4.

Proposicid 2.11.

ET] = io > EiDD ,;>.ETD espai

ﬂ _ topologic
ETL N ETYs . ETY \ ETF —y ETUU

arbitrari
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Demostracid: Consequéncia de 1.11 i 2.5.

Les implicacions sén estrictes, tal com es mostra en els se

glents exemples, en tots els quals I1'espai X és el conjunt dels
nombres reals, R, i no cal dir que els conjunts @ i X hi sén tan
cats.

Exemple 2.12. Siguin els tancats [ x,+=[ (x € R) i In,+=[ (ne Z).
Aquest espai ETD i ETUD’ perd no ETDD ni ETF'

Exemple 2.13. Siguin els tancats el conjunt dels sencers menors

que zero, el conjunt dels sencers igual o majors que zero i els

Subconjunts de R que contenen Z. Aquest espai és ET# i no ETy.

Exemple 2.14. Siguin els tancats {0}, {x} (x eR\ Z), {-n,0,n}(neN)

i llurs unions finites. Aquest espai és ET

y | no ETY

5
Exemple 2.15. Siguin els tancats [n,n+1[, {n} (ne Z) i llurs

ni ETL.

unions finites. Aquest espai é&s ET i ETYS perd no R

DD 0

Exemple 2.16. Siguin els tancats {x} (x>0) i llurs unions finites.

0 ni ETDD ni ETD.

Aquest espai és ETL’ ETYs i ETUD’ pero no R

Exemple 2.17. Siguin els tancats els subconjunts deQ que conte-

nen el 0. Aquest espai no és ETUD.-

v

Nota 2.18. Donat que els exemples anteriors no soén TO’ les corres
ponents implicaciones que es deriven de la nota 1.21 sén estric-

tes.
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