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SOBRE LA ECUACION CUADRATICA EN
OPERADORES A+BT+TC+TDT = 0

Vicente Herndndez y Lucas Jodar

ABSTRACT

By means of the application of ann ihilating
entire functione of an operator, the bilate-
ral quadratic equation in operators
A*BT+TC+TDT=0, is changed into an unilateral
Linear equation obtaining conditions under
such the solutions of linear equation satis-—
fies the quadrotic equation.

1. Introduccién.

Sea (X,lll) un espacio de Banach y (X®X,llll) tal que
Fix,y)ll=max{lixll ,Iyll} siendo (x,y) €eX®X. Representamos por L(Y) el
espacio de los operadores acotados sobre un espacio de Banach Y,
y por | el operador identidad en L(Y). Se considera en este tra-
bajo el problema de la resolucidén de la ecuacibén cuadratica

A+BT+TC+TDT=0 (1.1)

donde A,B,C,DEL(X). Dicha ecuacidén admite como caso particular el
3

de la ecuacidn lineal

BLBT+TC=0 (1.2)
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cuya resclucidn ha sido analizada po- diversos autores [ 1], [2],
desde el punto de vista del calcuio funcional holomorfo. Mediante
el usc de funciones analiticas anuladoras de operadcres, se propo
ne en este trabajo un método de resolucién de {(1.1) basadc en la
eliminacidén del caracter bilateral y en la reduccidn del grado de
dicha ecuacidn. De este modo se ageneralizan los resultados de [3],
obtenidos para el caso finito-dimensional. La existencia de fun-
ciones analiticas anuladoras de un operador ha sido estudiada por
varios autores [ 4], [5] en el contexto dei problema del subespacio

invariante.

2. Resolucidon de la ecuacidn A+BT+TC+TDT=0.

En primer lugar se demuestra el lema siguiente.

1

Lema 1. Sean A,B,C,De L(X), G = "C\ gEeL(x@x), a=liAli+liBil v g=lcl+iol.
J

Si se verifica que: (1) z [an[nk<+w, siendo k 2 o (11)

n=o

.

. . n
), entonces la serie de operadores I anG con-
n= o

[méx(a,p)]" =O(nk

verge en L{X®X).

Demostracidn: Por ser |Gl < max(a,R) v por la hipdtesis (I1)

se verifica que
Hel™ = o(a®) (2.1)

Puesto que L(X®X) es un espacio de Banach, la serie de operadores

n - . .
L a G serd convergente si converge absclutamente. Ahora bien,
n=2o

por la hipdtesis (1) y por (2.1) se tiene aue

ofa 6™ < 7 e lnaliM<ux
n it

n =o n o
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Teorema 1. Sea la ecuacidn
A+BT+TC+TDT=0 (2.2)

donde A,B,C,De L(X). Dada una solucién cualquiera T de (2.2), si

se verifica que (1) f(z)= 1 anzn es una funcidén analitica tal
n=o
que f(S)=0, siendo S=B+TD

() ngolanlnkﬁw, k>0 (111) [méx(a,B)]"=0(n¥), siendo a=lIAlI+IBI,

B=|ICll+|IDll, entonces T es solucidn de la ecuacidén lineal
E+TF=0 (2.3)
siendo E= ¢ a T , F= £ a Q , donde los operadores I' ,Q estan
n=o n=o " n non

definidos recurrentemente por las expresiones

n=1,2,... (2.4)

con FO=0, Q°=If

Demostracidén: Dada una solucidn cualquiera T de (2.2), se ve-

rifica que T satisface la ecuacidn
A+ST+TC=0 (2.5)

siendo $S=B+TD. Sea por definicién T=r_+TQ_, donde T _=0,Q =1. A
partir de (2.5) se deduce que

ST= -A-TC = P1+ TQI (2.6)
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donde F]=-A,Ql=-c; Premultiplicando sucesivamente (2.6) por el

operador S se obtiene en general que
n = =
S T—Fn+TQn, n=0,1,2,... (2.7)

donde los operadores Fn,Qn, pueden ser calculados de forma recu-
rrente a partir de PO,QO. En efecto, teniendo en cuenta (2.6) y
la expresidn de S resulta que

I +TQ = s"T = s-s" 11 = s(r_ _+7T_ )=
n n n-1 n-1

=ST__ +STR__, =(B+TD)T__ +(-A-TC)Q _, =
=(Brn-l-AQn-1)+T(Drn-]_CQn-1)
de donde se obtiene que
r=B T __.- AR
n=1,2,... (2.8)
2 =D T - CQ
n n-1 n-1
siendo I' =0, Q =I.
o o
Por las hipétesis (11) y (111) se deduce, en virtud del le-

B -A

ma 1, que si H= D -c| € L(X®X), entonces la serie de operadores

) aan converge en L(X®X). Ahora bien, a partir de la ley de re
n=o

currencia (2.8) se deduce que

de donde resulta la convergencia en L(X) de las series de opera-
I aQ .
n"'n

dores I a Fn y
n=2o

n
n= o
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Multiplicande (2.7) por a ., para n=0,1,2,..., y sumando miembro a

miembro las expresiones resultantes se obtiene que

f(s) T=(X aT)+T7(Z af)
i3, NN >o "N
y de aqui se concluye, por la hipbétesis (1), que T es solucidn de

la ecuacidn lineal E+TF=0, siendo E= L a T , F= I aQ_.
hnSo NN > NN

Corolario 1. Sea la ecuacidn
A+BT+TC = 0 (2.9)

donde A,B,C €L(X). Dada una solucién cualquiera T de (2.9), si se
cumple que (1) f(z)= & anzn es una funcidén analitica tal que

n=o
fF(B)=0 (11) = ]anlnk<+°° siendo k2o (111) [maxj| all+/8l,licl}1"=0(nk),

n= o

entonces T es solucidn de la ecuacidn

E+TF=0 (2.10)

n . . .
r (-1) a 8" Ja Vo F=f(-0).

siendo E= I
n=1 j=1

Demostracidén: Si T es una solucidn cualquiera de (2.9) enton
ces T es solucién de (2.2) con D=0. Bajo las hipétesis se deduce,
por el teorema 1, que T es solucidn de la ecuacidn E+TF=0, sien-

do F= [ anQ , E= L a. T donde

’
n=o n n=o " "

[ =BT - AQ

n n-1 n-1
n=1,2,

 =-CQ

n n-1
con FO=O,QO=|. Resolviende las anteriores ecuaciones de recurren-
n

cia se obtiene que mn:(—c)”,r =5 (-1)) 8" A CJ_], para
j=1



w
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n=],2,...,Qo=l, FO=O. Sustituyendo en las expresiones de los ope-~

radores E y F, se concluye la demostracidn.

El siguiente resultado es un reciproco del teorema 1.

Teorema 2. Si f(z)= anzn es una funcidn entera tal que

b
n=o

(B -A M E -1
£ b - = |y fg| » con F invertible y M=EF 'N, entonces la so

lucidn Gnica de la ecuacidén lineal E+TF=0 es solucién de la ecua-

cidén cuadrdtica A+BT+TC+TDT=0.

Demostracidn: Por ser F invertible la ecuacidén E+TF=0 zdmite
la solucidn dnica T=-EF-]. Vamos a probar que también es solucidn
de la ecuacién cuadritica. Postmultiplicando la ecuacidn E+TF=0
por el operador F-]N y aplicando la hipdtesis M=EF_]N se obtiene

que
M+TN=0 (2.11)
Teniendo en cuenta que los operadores en

L(X®X), [g :ﬁ] y f ({g :é}); conmutan entre si, se cumple que

B -A M E M E} B -A]
= |
D -C NOF N FJ D —c}
de donde se deduce que
BE - AF = -MA -EC
DE - CF = -NA -FC
y por lo tanto
EC = -MA - BE + AF (2.1
FC = -NA - DE + CF

Teniendo en cuenta que, segin hemos probado, la solucidn Gnica de
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.

la ecuacibén E+TF=0 tambijén satisface la ecuacién (2.11), resulta

que

E= -TF
M= -TN

(2.13)

Postmultiplicando la ecuacidn E+TF=0 por el operador C y sustitu-
yendo a continuacién las expresiones (2.12) y (2.13), se obtiene

que

EC + TFC = 0
(-MA-BE+AF) + T(-NA - DE+CF)=0
TNA+BTF+AF-TNA+TDTF+TCF = 0

(A+BT+TC+TDT) -F = 0

Postmultiplicando la Gltima ecuacidn por F-] se concluye que
A+BT+TC+TDT=0.

NOTA 1. Tomando f(z)=z las hipbtesis del teorema 2 se traducen en
que C sea invertible y que B=AC-1D, en cuyo caso la ecuacidn 1li-
neal E+TF=0 adopta la forma A+TC=0, obtenigndose como solucidn
de la ecuacidn cuadratica A+BT+TC+TDT=0, el operador T=3AC-].
NOTA 2. Es fidcil comprobar que los operadores E y F del teorema 2
pueden ser calculados por férmulas de recurrencia andlogas a las

del teorema 1.

Lorolario 2. Si f(z)= g anzn es una funcidn entera tal que
n=o
g -l )
fll; A'} = {M E], con F invertible y M=0, entonces la solucién
L0 -0y {0 F)
inica de 1a ecuaciAp lineal E+TF=0, es solucidn de la ecuacidn

ABT+TC-0.

Jesosr-acida:r Poar el teorema 2 la solucidn Gnica de la ecua-

el Tgest C4TE=10 e 2zluczidn de la ecuacidn cuadrdtica A+BT+TC+TDT=0,
con Do
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NOTA 3. En el corolario 2 se puede observar que M=f(B), ademis te
niendo en cuenta la nota 2 se comprueba que los operadores E y F

vienen dados por las mismas expresiones del corolario 1.

A la vista de los resultados obtenidos en los teoremas i y
2, se prueba a continuacidén que la clase de funciones enteras
f(z) que verifican las hipdtesis del teorema 2, estd contenida
en la clase de funciones anuladoras de operadores del tipo S$=B+7D,
'siendo T una solucién de la ecuacién cuadrdtica (2.2). Con esta

finalidad probamos el siguiente lema.
Lema 2. Dada una solucidn cualquiera T de la ecuacidn cuadrétics
A+BT+TC+TDT=0 (2.14)

se verifica en L(X®X) que

I Y b

Demostracidn: Si T es una solucién cualquiera de (2.14), en-

tonces en L(X®X) se cumple que

I T| |B -A| =|B+TD -A-TC
o 1) (b -c D .
B+TD BT+TDT B+TD 0 T
o <) |o -c-or] 0 l]

de donde se deduce el resultado por ser invertible el operador

o

Proposicién 1. Si la funcién entera f(z)= % a z" es tal que el
operador en L(X®X) . n2 o
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verifica que F es invertible y M=EF-]N, entonces se cumple gue f
anula a un operador del tipo S=B+TD, siendo T solucidn de la ecua

cidn cuadratica A+BT+TC+TDT=0.

Demostracién: Por el teorema 2, la solucidon dnica de la ecua
cidén lineal E+TF=0 es solucién de la ecuacidn cuadratica. Dicha

solucion T=-EF-] verifica por el lema 2 que

Vo(+TD 0

(1 T} [B -A) [T
[o ') o -c} 0 |J D -c-0T
Aplicando la funcién entera f(z) a los dos miembros de la igual-

dad anterior se obtiene que

-1

| T} M E bT f(B+TD) 0

o 1) N F} {0 f(-C-DT)
y operando en el primer miembro

(M+TN  E+TF {I 77! f(B+TD) 0

LN F [o |} ——— f(-C-DT)

Como T satisface la ecuacién E+TF=0 y ademds, segin se vid en la
demostracion del teorema 2, también satisface la ecuacidn M+TN=0,

resulta al sustituir y operar en la {ltima igualdad que

fr{BriD) 0 )

i Z
’ | l \ |
I B f(-C-0T) ]

de donde se concluye gue t(B+TD)=0.
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