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ALGUNOS GRAFOS COMPUESTOS

M. A. Fiol, J. Fabrega.

ABSTRACT
From two graphs G, and G, on ¥, and v, verti-
ces respectively, the compound graph G,1G,] on
Vi, vertices 1s obtained connecting in some
way vz copies of Gl’
We present in this paper methods of compoun-
ding that result in families of graphs with
large number of vertices for given values of

the maximum degree A and diameter D.

1. Introduccion.

En un grafo G = (V,E) con conjuntos V de vértices y E de 17-
neas denominamos distancia d(x,y) entre dos vértices x,y al ndme-
ro de 1ineas del camino mas corto que une x con y. El didmetro D
se define como la distancia maxima entre pares de vértices. El

grado 6(x) del vértice x es el nimero de lineas que inciden en

él; A = mav §(x). Si todos los vértices tienen el mismo grado, G
XE

es regular.. G es bipartito si V = V] U VZ’ V]ﬂ V2 = @, y cada 17~

nea de E une un vértice x€V1 con otro yevz.

Un problema especialmente interesante, por ejemplo por su
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aplicacién al disefio de redes de telecomunicacién o de intercone
xidén para multiprocesadores, es el denominado problema (4,D) que
consiste en encontrar el maximo ndmero n(A,D) de vértices de un
grafo G con grado maximo A y didmetro D. Es bien conocido que

(cota de Moore):
n(2,D) < 2D+1,

D
n(A,D) < Aié:ll_:i’ A= 3.
A-2

Para D=2 2 y A > 3 esta cota se alcanza s6lo cuando D = 2 y
A =3, 7 6 posiblemente 57 [ 4, cap. 23)]. Por otra parte, si A es
par [ 1]

n(a,0) = (5% + (O .

2. Grafos compuestos.

Una construccidn conceptualmente simple, pero que da buends
resultados para la obtencidn de grafos con elevado nimero de vér
tices, dados el grado madximo A y el didmetro D, es la propuesta
por Bermond, Delorme y Quisquater en [2, Teor, 1]. Esta construc
cidén da lugar a los llamados “Compoupd Graphs'. Basicamente con-

siste en considerar varias copias de un grafo dado Gl unidas en-

tre s7 siguiendo la estructura de otro grafo G,. Mas concretamen

2
te, dados los grafos G, = (vi’Ei)' i=1,2, con N, = IViI vérti-

ces, grado maximo Ai y didmetro Di’ se construye su grafo compues

to Gl[GZ], con NINZ vértices, sustituyendo cada vértice er2 por
una copia de Gl’ G?; y cada linea xyeE2 por una linea que une
un vértice de G? con otro de G¥. Asi, podremos construir Gllel

de tal manera que su grado maximo sea A si y sélo si A = Al y

A-4, <A <AN‘- ZGI(x)

2 erI
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donde 5] denota el grado en G

!

1° .
Como se explica en [3], el diadmetro D de Gl[GZ]depende de

!

cémo se conectan las copias de G, (es decir, de los vértices ter

1
minales elegidos para las lineas que conectan dichas copias), pe

ro es facil ver que debe cumplirse

D < (D2+1)D1+D

2
En efecto, para ir de un vértice situado en la copia G? has
ta otro en G¥ necesitamos atravesar un mdximo de D2 lineas '"'in-
ter-copias' (distancia mdxima entre x e y en Gz), lo que supone

pasar por un maximo de Dz+l copias, y como, en el peor de los ca

sos, atravesar cada copia puede costarnos D, pasos, resulta la

1
cota indicada.

3. Grafos compuestos bipartitos.

Una construccidn anadloga a la anterior, pero para obtener
grafos bipartitos, es la propuesta por Delorme en [5]. En ella,
G, = (v1u U
ces V] y U1. lgualmente, cada vértice xeV

E1) es un grafo bfpartito con conjuntos de vérti-

2 (misma notacidn que

antes) se sustituye por una copia de G1, G?, pero, a diferencia

de la anterior construccidn, cada linea xyeE2 da lugar a dos 17-
Y

X v
vértice terminal en VY, y el otro en U¥, y viceversa la otra. Asf’,

1
dado A?A1 tal que

neas que unen las copias GT y G Una de estas lineas tiene un

B-p, < b, < infllV A= I8, (x), |u A= £8,(x)}

1 2
er1 erl

se obtiene un grafo compuesto bipartito con N1N2 vértices, grado

maximo A, y didmetro

D <D (D1-1)+D1+D

2 = D](D2+]).

2
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4. Nuevas construcciones.

La construccidén que se propone estd inspirada en las ante-
riores y los grafos obtenidos pueden considerarse también grafos
compuestos. Como en la seccidn 3, G1 es un grafo bipartito (que,
por simplicidad,/éﬂponemos regular) pero el grafo compuesto obte
nido no lo es; aﬁemés, ahora cada linea de G2 darad lugar a cuatro
lineas pertenecientes a un subgrafo bipartito completo K2,2'
-regular con

Lema. Sea G, = (v,u u E]) un grafo bipartito A

1
Ny = 2|V1| = 2]u,|
un grafo con N, =

1’ 1
= 2n vértices y diametro D1; % G2 = (V2,E2)
2 = 1V,
Sea A tal que A-A1 > 2 es par y (A-Aj)/Z < A
ces existe el grafo compuesto G]X G2 con NIN

ximo A y didmetro D < (Dz+1)(D1—1)+D2 = D1(D

vértices, grado maximo Az y diametro DZ‘
< n(A—A1)/2} Enton
vértices, grado ma
+1)-1.

NN

Demostracidn. Como antes, formamos G1X G2 a partir de N2 copias

de G, (a cada vértice xeV, le corresponde la copia G?). Dichas
copias se unen de la siguiente forma: por cada linea xyeE2 elegi

mos dos vértices a, b de G?,,aev?,
dos ceV¥, d€U¥ en Gz. Ambos pares de vértices se unen segin el

modelo de K2 2 tal como se muestra en la Fig. 1.
b

beUT y, andlogamente, otros

lineas inter-copias
ac, ad, bc, bd.
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X‘ . -
G]_ G2 tiene asi NiNZ
AZ aseguran que una eleccidn adecuada de lTos vértices terminales
de las lineas inter-copias producird un grado médximo igual a A.

vértices, y las condiciones sobre A, Ayy

En cuanto al didmetro, siguiendo la misma Fig. 1, supongamos que
. P . X

queremos ir de un vértice cualquiera u de G] a otro v de G?. Por

ser G? bipartito, la distancia de u a uno de los vértices a, b

es menor o igual gque D,-1, y andlogamente la distancia de v a ¢

1
6 d; por tanto se cumple d{u,v) < 2(D]-1)+1. AsT, podemos atrave

sar cada copia en un maximo de D1-1 pasos, lo cual, con el mismo

razonamiento realizado en la seccidn 2, conduce a D<(Diﬂ)(D]—U+DT

Ejemplo: Sea G1 = Qq el '"cuadrado generalizado' de orden q [ 3]
(grafo bipartito de Mocre) con grado A, q+1, diametro D1 = 4 y
N1 = 2A](1+(A]-1)2) vértices (este grafo existe si g es una poten

cia de un nimero primo); vy G,

tices (A2 = N1/2, D2 = 1). Entonces podemos construir Glx 62 de

manera que en cada vértice concurran exactamente dos lineas inter-

el grafo completo con (Nl/2)+1 vér-

copias con lo que obtenemos un grafo regular de grado A = A1+2

con N = ZA](l+(A‘—l)2)(A1(1+(A1-1)2)+1) vértices y diametro 7.

Por ejemplo, si,A) = 6, 10, 12, obtenemos grafos regulares

con los siguientes parametros:

A =8, D=7, N = 48 984
A =12, D =7, N =1 346 LLO
y A =14, D=7, N =14 289 520

respectivamente. Los mejores valores conocidos hasta el momento

(Mayo 1983) eran 40 593, 1 065 285 y 2 130 310 vértices [3].

Notar que, en esta construccidn, el grado maximo de GIX G2

es al menos superior en dos unidades al de G], mientras que, en
los grafos compuestos descritos en las secciones 2 y 3, este au-
mento puede ser unicamente de una unidad. Una variante de nuestra

construccidn que solventa cste problema es la siguiente:
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Sean Gl y G2 grafos con las mismas caracteristicas que en

nuestra primera construccidén, perc elijamcs ahora A = A] tal que
A-A1 < A2 < n(A-AI)/Z. La diferencia ecstriba en que, por cada !7
nea xy€V2 escogemos ahora cuatro vértices en G? -dos en V? y dost
?— y otros tantos en G?. Estos ccho vértices se unen median-

te cuatro lineas inter-copias siguiendcv ¢! esquema de la Fig. Z.

en U

AsT, podemos obtener un grafo compuesto, que denotamos por G]XGZ,
de grado A con el mismo ndmero de vértices y diametro gue en la

anterior construccién: N = NN, v D = DX(D?+1)*1,

Fig. 2

Veamos con un ejemplo como esta construccidn permite obte-
ner un grafo con A= A1+1. Sea G1 el grafo bipartito de Moore con

A] =12, N, =2 928 y D] = 4 (cuadrado generalizado Q]‘) y G,

grafo completo con N, = (Nl/h)+1 = 733 vértices. Entonces podemos

el

2

construir Q XK de manera que sea un grafo regular de grado
11

733
A = 13 con N = 2 146 224 vértices y didmetro D = 7. El mejor va-

lor conocido segiin la misma referencia [ 3] era 1 414 4b40.
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