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UNA INTRODUCCION A-LA W-CALCULABILIDAD:
OPERACIONES BASICAS

Buenaventura Clares Rodriguez

ABSTRACT

Our purpose is to introduce the W-composition,
W-minimalization and W-primitive recursion ope
rations as operations between W-valued func-
tions, where W denotes the ordered semiring
([0,1),8,2, <). We prove that : 1) the set of
W-calculable functions is closed under the W-
composition and W-primitive recursion opera-
tions, and 2) the set of the partially W-cal-
culable functions is closed under the W-mini-
malization operation.

1. Introduccién.

Definimos en primer lugar una serie de conceptos, habitua-
les en Teoria de la Calculabilidad, que son extendidos al cdlcu-
lo borroso. Asi empezamos con el de W-M3dquina de Turing modifi-
cando la definicién dada por E. S. Santos (1977) en sentido de
introducir los designadores inicial y final de estados en una
forma semejante a como son usados por A. Paz (1971). A continua-
cién introducimos una serie de funciones que nos permitirdn cono
cer el grado con el que un cierto cdlculo es realizado por una
W-M3quina de Turing y, por dltimo, definimos las operaciones de

W-composicidn, W-minimalizacid6n y W-recursidn primitiva estudian
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do algunas de sus propiedades.

Si denominamos U* y V%, respectivamente, los conjuntos de en
tradas y salidas, las funciones que pueden ser calculadas por una
W-maquina de Turing serdn de la forma f: U* > V& x W. Ahora bien,
con objeto de establecer una clara distincidon entre el resultado,
que aparece escrito sobre la cinta, y el grado con el que este es
calculado, dichas funciones seran empleadas en la forma f: U* x V=

+ W, con la que tratamos de significar que a cada par (u,v) cons
tituido por una entrada u€U* y una salida asociada veV* le corres
ponde un grado que notaremos f(v|u). Estas funciones serdn llama-

das W-valuadas.
2. Definiciones.
Basandonos en la definicién dada por E. S. Santos (1977) del
concepto de W-Maquina de Turing, nosotros lo introducimos en la

forma siguiente:

Definicién 1. Sea W=([0,1],9,2,<) un semianillo ordenado. Una

W-Maquina de Turing, W-MT en adelante, se especifica mediante una
séptupla Z=(S,U,V,C,&ﬂ,nF) donde S={s],sz,.

no vacio y finito de estados internos; U es el alfabeto finito de

..,sq} es un conjunto

entrada; V es el alfabeto finito de salida; C es el conjunto fini
to de simbolos sobre la cinta, UUV CC, SNC = #;m es un vector

q-dimensional n=(w_ ,m_ ,...,m_ ), m_€W, llamado el designador
sy’ s, sq s

inicial de estados; F es el conjunto de estados finales FCS; nF
es un vector gq-dimensional cuya i-ésima componente es igual a 1
si sieF y O en otro caso. Es llamado el designador final de esta-
dos; 8: [CxS] x [sx(cu{+,-,.})] - W, +,-,. ¢ C, es la funcidn de
transferencia tal que G(S',zlc,s) es el peso del 'siguiente acto'

de Z, esto es, el grado con el que Z pasa del estado s al s' vy

i ) reemplaza c¢ por z si zeC

ii) se mueve una posicidn a la derecha si z=+
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iii) se mueve una posicidn a la izquierda si z=-

iv ) permanece en esa posicidn si z=.
cuando estd presente el simbolo c€C sobre la cinta.

En 1o que sigue notaremos U* al semigrupo libre generado por
el conjunto finito U y la operacidn concatenacidn. lgual signifi-
cado tendradn V* y C*. También notaremos por D(Z) la coleccidn de
todas las descripciones instantdneas de la W-MT Z. La funcidn
pZ:D(Z)x D(Z) - W, (E. S.Santos 1977) serd tal que para a,beD(Z),
pZ(bla) nos did el grado con el que la descripcidn instantdnea a

es seguida por la b cuando estd corriendo la W-MT Z.

Definicién 2. Dadas a,beD(Z), diremos que a precede a b y lo nota
remos al|-b si pZ(b[a)#O.

Notaremos |: la clausura reflexiva y transitiva de la rela-

cién |- (ver Hopcroft y Ullman 1979).

Segin E. S. Santos (1977) un cédlculo para la W-MT Z queda de

terminado de la siguiente manera:

Definicidn 3. Para una W-MT Z=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) se define un calcu

lo A con entrada (u,s)eU*xS y salida (s',v)eSxV* como una secuen-

cia finita a ,aneD(Z), donde

I EERE

i) ay=su

i) a = &s'y, gy = v
iii) ail-a para i=0,1,..., n-1, esto es, aolfa

i+1 n’

El grado con el que se realiza este cadlculo es
wA(s' v s)=pz(a |a )@pz(a la,)® sz(a |a )
’ ’ 170 271 e n' " n-1

donde el superindice trata de significar que el valor wA(s',v‘u,s)

depende del calculo {ao,a1,...,an}. Si no tenemos en cuenta el
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cidlculo concreto que realiza la W-MT para producir esa salida a
partir de la entrada considerada tenemos la funcidn
w: (U*xxS) x (SxV*) > W determinada. por

w(s',vlu,s)= 20 wh(st,vlu,s)
AcD(2)

donde el simbolo I' indica que la operacidn @ esti extendida a to-
dos aquellos cdlculos que, partiendo de la entrada u€U* y del es-
tado seS, hacen que la W-MT produzca la salida vé€V* con estado

s'€S. Si no existen descripciones instantdneas en esas condicio-

nes w(s',v|u,s) queda indefinida.

Notaremos w(vlu) la matriz de orden gxq cuyo elemento en la

fila s y columna s' es w(s',v]u,s).

Definicién 4. Sea Z=(S,U,V,C,5,",DF) una W-MT. Definimos las si-

guientes funciones:
i) ﬂs:U* x V& > W como

q
T]s(vlu)=ikz=2‘i{w(si,v|u,s)@ nzi}

1, si YREF;

siendo nz
i 0, si sidF.

ii) "s.: U* x V& > W como

q
"s.(VIu)=EJ‘{"Si9 w(S',VIu,si)}

iii) pp: U* x V% > W como

q g F
PT,(VIU)=i._§/l{TrSi® nsi(VIU)}=f£‘1{1r5i(VIU) Oﬂsi
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Interpretacidn. ns(vlu) nos da el grado con que la maquina,
partiendo del estado s y de la palabra u, se detiene con la pala
bra v sobre su cinta independientemente de la configuracién ini-
cial de estados y de los cilculos que haya realizado. Llamaremos
n(v[u) al vector q;dimensional cuya i-ésima coordenada es

ng (v]u), esto es,
i

nlv|u)=w(v|u)® nf

ﬂs.(v/u) es el grado con el que la maquina imprime, aunque
no haya terminado sus cdlculos, la palabra veV* y permanece en
el estado s'€S habiendo comenzado con un designador T sobre sus
estados y la palabra ueU* sobre su cinta. Si llamamos ﬂ(v[u) al
vector g-dimensional cuya i-ésima coordenada es ﬂs.(v|u), enton-
i

ces

m(v|u)=1 @u(v|u)

El escalar pﬂ(v|u) es el grado con el que la mdquina termi-
na con la palabra v€V* impresa, supuesto que empezG con un desig
nador T sobre sus estados y la'palabra ueU* escrita sobre su cin

ta. Se tendra que
p“(vlu)=ﬂ.9n(vJu)=ﬂ(v|u)9 nF

y se notard simplemente p(vlu) siempre que no haya lugar a confu
sidn, sobreentendiendo la dependencia del designador inicial de

estados T.

Definicidn 5. (E. S. Santos 1977). Diremos que una palabra ueU*

es W-calculable por una W-MT Z cuando existe al menos una palabra
de salida vevV* tal que p(v|u)#0.

Definicidn 6. Diremos que Lf es un lenguaje W-valuado sobre U si

Lf es un conjunto borroso de U*.
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Asociado a todo lenguaje W-valuado Lf existe una aplicacidn
f:U* > W tal que f(u), u€U*, es el grado con el que u pertenece
a Lf.

Definicidén 7. Sea Z%S,UﬂhC,ﬁ,n,nF) una W-MT y Lf un lenguaje W-

valuado sobre U. Diremos que Z acepta a Lf si para cualquier

ueLf

i ) ues W-calculable por Z
ii) f(u)=(:>p(v|u), donde la suma estd extendida a todos los po-
v
sibles resultados con entrada u.

Todas las definiciones anteriores pueden ser extendidas al
caso de lenguajes k-dimensionales. En efecto, dado un entero po-

sitivo k, uk=(u],u2,...,uk)€(U*)k designard la k-upla de palabras
517057 TTTT) mu Fuy k. ku,, donde FeC, HFUUV,
designard la expresidn sobre la cinta asociada a dicha k-upla.

Entonces

Definicién 8. Dada una W-MT Z=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) y un entero posi-

tivo k; se define la funcidén k-dimensional pk: (U*)k x V¥ > W co

mo
Pk(VJu)=p(V!uk)

Las definiciones 6 y 7 pueden ser directamente extendidas

al caso k-dimensional.

Definicidn 9. Sean U y V alfabetos finitos y f: (U*)k x VW, k=1,

Diremos que f es parcialmente W-calculable si existe T C (U*)k y

una W-MT Z tal que
f(vluk)= pk(v{uk), y ukeT, veVs

Si T coincide con (U*)k diremos que f es W-calculable.
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Obsérvese que la diferencia entre funcién W-calculable y
parcialmente W-calculable es que en la p}imera Vuke(U*)k la W-MT
calcula al menos una salida VGJ* con grado pk(vluk)ew, que puede
ser cero, en un nimero finito de pasos, mientras que‘'si es par-
cialmente W-calculable hay entradas ukE(U*)k para las que la W-MT

trabaja para siempre.

En lo que sigue, cuando una propiedad pueda ser postulada
indistintamente para funciones W-calculables y parcialmente W-
calculables escribiremos "(parcialmente) W-calculable'. Por otra
parte, y si no da lugar a confusidn, cuando se trate de funciones
parcialmente W-calculables se eliminard la referencia explicita

al dominio T.

Definicidédn 10. Una W-MT con n cintas se especificard mediante la

séptupla Zn=(S,U,V,C,6,n,nF), donde S, U, V, C, my F tienen el

mismo significado que en la definicidén 1, y
NG n

§: [C¢" x ST x [S x (CuU{+,-,.10"] > W
Interpretacidon. En un determinado instante la miquina esta,
para todas sus cintas, en el estado seS y con el simbolo actual
< sobre la cinta i. Entonces pasard al estado s'eS, para todas
sus cintas, y realizard el movimiento indicado por z; sobre la
cinta i con grado 6i(s',(z‘,zz,...,zn)|(c1,c2,...,cn),s), que no
taremos simplemente Gi(s',z[c,s)‘entendiendo que ceC" y que
z€(CU{+,-,.})n. Obsérvese que el grado del movimiento puede ser

diferente para las distintas cintas.

Todo lo anteriormente desarrollado para la W-MT de una cin-
ta puede ser extendido de una forma natural a la multicinta. No-
taremos ﬁor‘p: (U*)n X (V*)n + W la funcidn correspondiente a la
definicidén 4 apartado iii).

Se puede probar el siguiente teorema que relaciona la W-MT
de una cinta con la multicinta. Omitiremos su demostracidn por_
ser totalmente semejante a la del caso determinista (ver por ejem
plo J. E. Hopcroft y J. D. Ullman (1979) pag. 161-163).
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Teorema 1. Si un lenguaje W-valuado Lf sobre U es aceptado pér
una W-MT multicinta, entonces es aceptado por una W-MT con una

inica cinta.

3. W-Maquinas de Turing elementales.

Construimos en esta seccidon una serie de W-MT que serdn usa
das en las demostraciones de los resultados de la secci6n siguien

te.

Lema 1. Seaﬁ Zi=(Si,U,V,C,6i,ﬂi,nFl), i=1,2,...,n, una coleccidn
de W-MT y sean aiew, i=1,2,...,n, un conjunto de valores. Enton-
ces, si las W-MT son tales que 'g Si¥ﬂ, o'si para todos los sub
conjuntos de Tndices | tales qu;_]_ﬂI Si#ﬂ se cumple que ai=aj,
Yi,jel, existe una W-MT con n cint;Z, que notaremos

Zn=(ai|Zi, i=1,2,...,n) tal que
n -
P(V|U)=§;%{ai @ p'(v;]u,)}

. _ *'n N
siendo u—(u1,u2,...,un)e(u ), (VI’VZ""’Vn)e(V ).

1
Demostracidon. Construimos Zn=(S',U,V,C,6',1T',nF ) de la si-

guiente forma:

ii ) para c=(c],c2,...,cn-)ecn y z=(zl,zz,...,zn)e(c {+,-,.H"

6'(5',zilci,s), si s,s'eS';

6;(s',z|c,s) =
0, en el resto.

iii) a.® n;, . si seSi;

0, en el resto B
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o . _{: . _{
Lema 2. Sean N {IT,IZ,...,In}, M {J1,J2,,..,Jm} y K=tk kyyonn,
kn}, conjuntos de nlimeros enteros positivos, n,m>1. Si MNN = @

M

es posible construir una MTD, que notaremos CE’ , con al menos

n+m cintas tal que, partiendo con expresiones
kl
- L
Ui E(c-") 3 k
r
donde
u; =(u”r,u2ir,..',,uk,i }, r=1,2,...,n

r rr

sobre las cintas especificadas por el conjunto N y cualquier ex-

presidn sobre las restantes, “termina con la misma expresidn

n
Z ok
- r=1 "
ve (C*)
siendo
VE(U, . U, ., een,Uy 0 gUs e Up e seas Uy ogesallys sUpoyenayl o )
i, 02 kyi 1.|2 2i, kyis it ”l<n.n’

sobre todas las cintas especificadas por el conjunto M.

Supondremos que el simbolo de € que separa las distintas pa-

labras de una k;-expresién sobre cinta es el "1,

Demostracidn. La MTD CE’M= (S,U,V,C,G,SO,SF) vendrd dada por:
. 1 1 1 2 2 2 n n n
i) S={SO’SI’52""’5k1’51’52’""Skz""’SI’SZ’”"Sh;sF1ﬁF2’SF}

ii) 6:[Ct~x S] x [S x (ClJ{+,-,.})t] > wt, t=>m+n, es tal que,
para ieN, jeM, P<kj,
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Gj(s',zlc,s)=1 $

si

Gi(s',z|c,s)=l

si ¥ jeM

§ (s',z]c,s)=1 si

Gh(s’,zlc,s)=0 en

6h(s',z|c,s)=1 si
A la MTD c:’"

i
s=s'=s;,, c.#c.,
P j
=gl log <
s SP’ S SE»I’ P'k
s=s'=s;, c.=ci#5,
s=s'=s£ , i#¥n, ¢
i
s=s s'=s c
kn’ Fl’ j
s=sL , s'=s ,i1<n
i
=gl =
s=s sFl, cj#ﬁ,
s=s_ , s'=s_ , ¢
F Fa
s=s_ , s'=s z.
F2 F’ J
i
=gl=
s=s'=sp, ci#cj,

s=s'=s;, ci=cj#5, ci=cj#l, z

i |
p 5'=S

1<k

s=s +1° i

i
$=5 1,

otro caso

Zh=.

z.=cC.
J o1
, c.=c
i j i
c.=ci#1,
=c.=§, z.
! J
=Ci=B’ zj
, c¢.=1,
z.=h
-
=”’ zj=+
=B
z.=.

, C.

YkeN/ k#i

YheM UN

YheM UN.

I

L=+

120

la llamaremos mdquina de copia generalizada.

En el caso que se desee copiar totalmente las cintas de entrada
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sobre las de salida (ké=ki) no se empleara como subindice el con

junte K y notaremos CN’M,

“

Los lemas 3,4 y 5 siguientes nos muestran diversas formas
en las que se pueden ''conectar'' W-MT.
F . F
Lema 3. Sean Z,=(S.,U,V.,C,8,,m.,n ') y Z.=(S,,V.,v,C,8,,m ,n
> ‘l 1’ 3 *l’ I 'I’ 1’” 2 2’ 1’ I ’ 2, 2)
dos W-MT. Si S1'W52=¢ y (UL)VILJV) CC entonces existe una W-MT
Z=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) tal que YuelU, YveV

2)

. n-1 2
2
piviu= @ hiviiwe @ In @ @p (a2}
vievs a.|%¥a i=0
1 0 n

donde aiED(ZZ) y la Gltima ®-estd extendida a todas las posibles
formas en que aolﬁan siendo ao=£sY; an=Es'p tales que s,s'€S
ser, v'i= &y v=Ep.

2’

Demostracidn. Construimos Z=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) de la siguien-

te forma:
i =U s =
i ) s=s Us,; F= F,
ii) ﬂl , si ssS];
s
™=
o, resto.
iii) 61(5',z|c,s); si s,s'€S1;
62(5',z|c,s), si 5,5'652;
§(s',zlc,s)={
nz , si s€F1, s'esz, z=.;
Sl
0, resto. #

En adelante notaremos Z como Z1 > ZZ’ esto es, Z1 seguida
de Z
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1 2
Lema L. Sean ZT=($1,U?V:C,5],W],HF )y Z;=(SZ,V',V,C,62,ﬂ2,nF )
dos W-MT con m'y n cintas respectivamente tales que m>=>n>1, vy

sea

I ={ij|1<ij <m, i #iy, Jok=1,2,000,n).

Entonces si 5! nSZ=¢ y V! €V, existe una W-MT con m cintas
Zm=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) tal que

P(VIU)=v'E(<‘ZI)I*)4n{p2(V|\")9 py(vilu)}

T=y! = . =y ! . .
donde vj vij’ vj vij’ para j 1,2,...,n: y v;=v, para igl, 1<im.

Demostracion. La W-MT Zm=(S,U,V,G,5,ﬂ!nF) viene dada por:

i ) s=s!us? uls }

) ﬂ;, si seS];

0, en el resto.

iii) F=FZ.

iv) para ceC™ y ze(cu {+,-,.H)"

( 1

6}(5',z|c,s), si s,s'es , s¢Fl, j=1,2,...,m;

1, si seF], s'=sr,zj=-,j=l,2“..,m;
1, _ si s=s'=sr, CJ#B,ZJ=-,j=I,2,...,m;
Gj(s',zlc,s)= {1, si s=s'=s , cj=B, ak/ fk#n’ z;=.
j=1,2,...,m;
2 . 2
L si s=sr,s'eS ,cJ.=B,Jk/ck=B,zJ.=+

Jel;
2, , . V<2 ..
Gj(s »z|c,s) si s,s'eS”, jel;

\ 0, en el resto.
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m__m . _n .
Notaremos Z =Z, ¢ Z,. Si 1={1,2,...,n} y no hay lugar a con
fusion escribiremos simpliemente AR A

1 2

“

. . . F.
Lema 5. Sean las W-MT Zi=(S',U,V,C,6',ﬂ',n Yy sean- 0. W,
i=1,2,...,n. Si las W-MT son tales que H S'=¢, o bien para cual
i=1 -
quier subconjunto de indices 1c{1,2,...,n} tal que si se cumple
que N s' # @ entonces a =0,y
iel J

8" (s',z]c,s)=80(s",z]|c,s), s,s'es'nsd, yi, je1
entonces existe una W-MT con una cinta Z=(S,U,V,C,6,ﬂ,nF) tal que

-n
plviu)=@1{a,® p (v]iw)}.
&

Demostracién. La W-MT Z queda especificada por:

i) §'(s',z|lc,s), si s,s'eS', i=1,2,...,n;

o, : resto.

iii) ™ =o, 9w;, SES
noi

iv) F= UF . #

Los lemas anteriores exigen como hipotesis que la intersec-
cion de los conjuntos de estados de las W-MT que intervienen sea
vacia. Esta condicidn no es restrictiva en absoluto pues siempre
serd posible renombrar los estados de las distintas maquinas de
forma que cada una continiie teniendo sus '"'mismos'" estados pero

que la interseccidn sea vacfTa.

Lema 6. Sea U un alfabeto finito e | € {1,2,...,n}. Existe una

MTD, que notaremos En|, con n cintas y dos estados finales S1 Y
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Sy tal que para cualquier n-upla u=(u],u2,...,u ), uE(U*)n,.como

n
entrada, EnI se detiene en estado S, si ui=uj Yi,jeEl, y en estado

sz»en caso contrario.

Demostracidén. La MTD En|=(S,U,V,C,6,sO,F) viene dada por:

i ) S={so,s],sz}
ii) F={Sl’52}
iii) 1, si st'=so, ci=cj#5 Yjel, z,=+, iel;
1, si $=5., s'=s1, ci=cj=B vjel, zi=.,iel;
6i(s',z|c,s)= { 1, si $=54, s'=52, cj#cj 1jel, z,=., iel;

1, si z.=., ifl;

0, en el resto. #

El siguiente lema hace uso de la funcidn calculable IV:U**Z+
que junto con la Q: z* +U*, también calculable, pueden ser estu-
‘diadas- en E. S. Santos (1971). Estas funciones seran llamadas

respectivamente "codificadora' y '"decodificadora'.

Lema 7. Sea U un alfabeto finito y sean n,i,jeZ+ tales que i#j,
1<i, j<n. Existe una MTD, que notaremos G"{"J}, con cintas y dos
estados finales S1s S, tal que para cualquier n-upla de entrada

s
(ul,uz,...,un)e(U*)", Gn{"J}

N(uj) y en estado s, en caso contrario.

se detiene en estado sy si N(ui)>

Demostracidn. La MTD Gn{"J}=(S,U,V,C,6,so,F) vendra dada

por

i ) s ={50’51’52}

ii ) F ={s],sz}
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iii) 1, si s=s'=50, N‘ci)>N (Cj)’ z.=+;
6i(s',zlc,s)= 1,' si $=54s 5'=s;, ci=cj=B, z.=. ;
1, si s=s4> s'=sz, N(ci)<N(cj), z.=.
6j(s',z|c,s)=l, si z;=z;;
Gk(s',zlc,s)=1, si para k#i, k#j, 1<k< n, z, =
Gk(s',z|c,s)=0, en el.resto para 1 <k<n. #

4. Operaciones de W-composicidon, W-Minima
lizaci6n y W-recursidon primitiva de
funciones W-valuadas.

Estudiamos ahora las operaciones que pueden realizarse so-
bre funciones W-calculables para obtener nuevas funciones que, a

su vez, sean W-calculables o parcialmente W-calculables.

k.
i

Definicidédn 11. Sean 9;: (A*) ‘x B* > W, i=1,2,...,r, y sea f:(B%)"

.. . k1 ko kr
x D* > W. Definimos la funcidén compuesta h:[ (A*) 'x (A*) “x...x(A*) ']

X D* - W de la forma

k.
h(d|ak)= . { f(d|b") ®© [dbg.(b.la.W]}
b"e(Bx)r i=1 !
r k k k k k k
donde k= I ki’ ak=(al‘,a22,...,arr)e[(A*) ]x(A*) 2x...x(A*) 1.

i=1
b.EB%, deD%:
Esta operacidn serd llamada W-composicidn y escribiremos

h=(f o g) donde g nota la r-upla (91’92""’gr)'

Observemos que si ‘las funciones son ordinarias, la W-compo-

sicidn coincide con la composicidn ordinaria.
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Teorema 2. E1 conjunto de las funciones W-calculables es cerrado

bajo la operacidén W-composicidn.

Demostracidn. Sean TP,O y D las MTD "P-copia', "desplaza-

miento'" y "mover a la derecha una palabra'. Sean

;
k=_Z ki» ko=0
i=1
i-1
Pi= Lk, +1, i=1,2,...,r
j=1

R={2,3,...,r}

y sean Zf, Z‘, ZZ""’Zr las W-MT que-w-ca)culan las funciones
f’gl’gz""’gr respectivamente. Llamemos
7%=T 3T 5 5T 5 (D)k - (0)k > Z., i=1,2,...,r
i P, P, +1 Tt p. i’ 2Er s
i i i+1

donde

K k

(D)"=D > D+ ... »D
k

(0)k g+0 > ... >0

siendo -~ y 3 las 'conexiones'" de maquinas dadas por los lemas 3
y 4 respectivamente. Entonces, h es W-calculada por la W-MT

cR,{l} 3

zh=c{'}'R 3 (1|z?, i=1,2,...,r) 5 z

f

. {1},Rr
donde (IIZ?, i=1,2,...,r) es la W-MT dada por el lema 1 y C s
¢ U o MTD del Tema 2. #

Corolario. Si f y 9; i=1,2,...,r, son funciones parcialmente

W~calculables tales que

Dominio (f) C Imagen (g]) x Imagen (gz)x...x Imagen (gr)
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entonces h=(f o g) serd también parcialmente W-calculable.

Demostracidon. Es consecuencia inmediata del teorema. #

Puesto que Z+ est3d ordenado, podemos inducir un orden sobre
cualquier L C B* mediante la funcidn de codificacidn §. Asi pues,
tiene sentido hablar de "menor palabra de L', pudiendo definir

la siguiente operacion:

Definicidn 12. Para k= 1 definimos la operacidon de minimalizaciodn

como aquella que a cada funcidn g: [(A*)k x B*] x D* > W, cada
dyeD* y cada entero qu+ asocia la funcién f:(A*)k x B* > W dada

por

f(bla*)=g(d,]a",b)
si

b=Q(min {i|ieZ+, g(dolak,Q(i))=g(d°lak,b)})
i>q
siendo S'Z:Z+ + U* la aplicacidon decodificadora.

Notaremos f= min g.
dO’q

Interpretacion. La funcidn f hace corresponder a cada entra
da aks(A*)k un resultado beB* con grado f(blak)ew si b es la me-
nor palabra de B*, b>9Q(q), tal que g hace corresponder a la en-

trada (ak,b) el valor d, con ese mismo grado. Si para do y ak fi

0
jos representamos B* en abcisas y g(dolak,b) en ordenadas tendre

mos

B*
figura 1
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siendo la representacidn grafica de f(b]ak) la siguiente

2 (a) figura 2

En las graficas observamos mas claramente como a cada
akE(A*)k f hace corresponder un conjunto de elementos beB*, don-
de cada b es el mas pequefio entre los que tienen un mismo grado
g(dolak,b) y satisface b=>Q(q).

Hay que hacer constar que, aunque g sea una funcidén total,
f es parcial ya que no necesariamente todas las entradas (ak,b)
se aplican, mediante g, en do. Nuevamente distinguimos entre las
eptradas en que g(dolak,b)=0 para las que si estarfa definida f
y aquellas en que g(dolak,b) queda indefinida. Estas Gltimas pue

den existir, por ejemplo, cuando d, no sea un resultado posible,

0
seglin g, para la (k+1)-upla (ak,b).

Teorema 3. Sea g: [(A*)k x B*] x D* - W, k= 1, una funcién (par-
cialmente W-calculable. Entonces, ¥ aoeD* y v qu+ fijos, la fun
cidn f:(A*)k x B* > W definida como f= min g es parcialmente
do,q
W-calculable.
Demostracidén. Sea Z=(S,AlJB,D,C,6,ﬂ,nF) la W-MT que W-calcu
la g. Notaremos por N' la MTD que codifica lo que exista sobre el
conjunto de cintas I;Ql la MTD que decodifica lo que exista sobre
el conjunto de cintas |; ]' la MTD sucesor que suma 1 a lo que
exista en el conjunto de cintas s RIl la MTD que rebobina las

s la MTD del lema 2; ~>
|

cintas del conjunto | a la izquierda; C

la construccidn del lema 3; + la construccién del lema 4, y E
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la MTD del lema 6.

- ]
Para cualesquiera q€Z+ y dyeb*, sea Z'5=(S',A,B,C',6',ﬂ'nF ),

con € Y{0,1,2,...,9} Cc', definida por

L rila}

205 cUIH3Y L o) o (3,632}, 12} {253 Y .y o qu)
una W-MT con 5 cintas en la que la entrada ake(A*_)k estd escrita
sobre la cinta 1 y las cuatro restantes son de trabajo interno.
Inicialmente est3d escrito sobre la cinta 4 el entero q y sobre

la cinta 5 la palabra doeD*. Los resultados aparecen sobre la
cinta 1.

"
Entonces f es W-calculada por la W-MT Z'"°=(S',A,B,C',8" 1 »n ),

donde
i) F”={sF”}
{4}
i) 1, siozo=.,i=1,2,...,5, seFR!, st=sd
{2,5} {4}
. . _.E =N
1, si Zi—.,l—l,Z,...,S, s=s, s S —s0 H
_ {2,5} {4}
§"(s',z|c,s)= {1, si zi=tgi=l,2,...,5, s=s$ ,s'= 3%
y se satisface
& (b)-1
pldgla®, )< T pl(d,la,ali));
i=q
ROIZE!
1, si zi=.,i=l,2,...,5, s=sp , s'=sF".
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c{4}{1} {4}

1, si zi=.,i=l,2,...,5, s=sp , S'=s

y se satisface

pz(dolak,b)> @) g(dolak,b');

b'eB*
. . E{2,5} SI=SC{L»}{1}
’ S 52 ’ 0
§"(s',zlc,s)={
gl2,5} ctar{n}
0, si s=s , s'=so y (3) es satisfecha;

0, si s y s' estdn en alguna de las condiciones

anteriores pero zi¥. para algin i=1,2,...,5;

§'(s',z]c,s), en otro caso;

siendo
dy la expresidén actual sobre las cintas 2 y §
ak 1a expresidén actual sobre la cinta 3

b la expresidn actual sobre la cinta 4

cec'? y ze(C'u {+,-,-})5

La demostracidn del teorema anterior puede ser directamente
extendida al caso en que la funcidn é es estrictamente parcial-
mente W-calculable obteniendo de este modo el siguiente teorema

general:

Teorema 3.bis. El conjunto de las funciones parcialmente W-calcu

lables es cerrado bajo la operacidn de minimalizacidn.

Demostracidn. Aniloga a la del teorema 3 #
Corolario 1. Sea g: [(A*)k x B*] x D* - W, k=1, una funcidn par-

cialmente W-calculable. Sean dOED* y qu+ arbitrarios pero fijos
Y
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D={d| depx, ¥ (4)>F (7))

Entonces, la funcién f: (A*)k x B* > W definida por

f(b|ak)= ng(dlak,b)
deD

si

b=a (min {i]icz",

aldla,2(i =@ g(a]a*,0) 1)
i=q deD deD

es parcialmente W-calculable.

Demostracidén. Usaremos la misma estructura de cintas que en
el teorema anterior. Consideremos la siguiente funcidn ordinaria
h: D* x D* > {0,1} definida por

h(d']d) = 1 si ded, d'=d

Si llamamos

2p=(s,,0,0,c,6;,s8,s8)=g2:50 5 (532}

siendo G la MTD dada por el lema 7, enténces h es calculada por
la MTD con dos cintas Zh=(Sh,D,D,C,6wsg,sE) donde

. G C
0, si $=5,, s'=so;
Gh(s',zlc,s)= 1, si s=sg, s'=sg;

6%(5',z|c,s), resto.
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k x B*] x D* > W como

Definimos ahora la funcién g': [ (A*)
composicidon de h y g. Puesto que h y g son W-calculables g' tam-
bién lo serd y, llamando Z''' a la W-MT que la W-calcula, la fun
cion f serd W-calculada por la W-MT que resulta de sustituir Z
por Z''' en la construccidn realizada para demostrar el teorema

3. #

Corolario 2. Sean g, d0 y q en las condiciones del corolario 1 vy

sea

B|= {dldeD*, V (d)sSvy (do)]’

entonces la funcién f: [(A*)k x B*] x D% » W definida por

fF(b]ak)= &) oldlak,b)
deD’

si

b=a(min {i]iez*, @ o(d|a,2(i))=@ gold]a*,m)])
i=q deD' deD'

es parcialmente W-calculable.

Demostracidn. Es idéntica a la del corolario 1 sin mas que

sustituir el conjunto D por el (R y considerar la MTD G{S’Z} en

lugar de la G{Z’S}. #

Como se deduce de la definicidon y teorema anteriores, la
operacidn de W-minimalizacién permite definir funciones parcial-
mente W-calculables a partir de funciones totalmente W-calcula-
bles. No obstante, es posible que la funcidn obtenida por W-mini

malizacidn también sea total. Entonces tendremos:

Definicidén 13. Sea g: [(A*)k x B*] x D* > W, k=1, una funcién

W-calculable. Si VdoeD* y quZ+ fijos la funcidn f=min g es to-

d.,q
talmente W-calculable, entonces se dird que g es w-rggular.
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E1 conjunto de las funciones W-regulares no tiene porqué
ser cerrado bajo W-minimalizacidn pues f, aunque sea W-calcula-
ble total, no tiene porqué ser ‘W-regular.

k+2

Definicidén 14. Sean f:(A=‘=)k x A* > Wy g: (A%) x A* > W funcio

nes W-valuadas. La operacidn de W-recursidn primitiva asocia a
+ P ..
cada f,g y qeZ la funcidon W-valuada h: (A*)k+‘ x A* > W defini-

da inductivamente sobre ¥(v), veA*, por
k
hiv]ak,2(q))=F(v]a¥)

h(vlak,Q(.V(x)+1))=® {g(vlak,u,x)@h(ulak,x)}
ueA*

para xeA*, y{x) >q.

Teorema L. Sean F={f|f: (A*)k x A* > W, f W-calculable} vy
G={g|g: (Ax)K+2
jo. Entonces, para cualesquiera feF, geG y ¥ qu+, la funcidn,
he (Ax) K]
de f y g es W-calculable.

x A* > W, g W-calculable}, k entero positivo fi-

x A* - W obtenida por W-recursidn primitiva a partir

Demostracidén. Sean Zf y Zé las W-MT que w-calcula; fyg
respectivamente. Construimos en primer lugar la W-MT Z-° =
(S,A,A,C,&,n,nF), con cinco cintas, la cual, cuando empieza a
trabajar, tiene el argumento (ak;x) sobre su primera cinta y
Q(q) sobre su quinta cinta. El resultado aparece sobre lasterce-
z

ra y la segunda y cuarta son cintas de trabajo interno. viene

definida por:

5_.{11{3} {1}3{2} . {3} {2,5} ..{5} ..{5} . {5} . _{3}{4}.
z —C{k} *AC{]}g > Zf > E ) 35 ’+Q > C >

. {1,4,5}{3} ., {3}
> Sy T 7 g

’ ]
Entonces, 1lamando Z'5=(S,A,A,C,6',11,nF ) a la W=-MT tal que
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i) F' ={s::}
E z
ii) 8§ (s',z|c,s) si s# s; 6 s¢F 9
z E
§'(s',z|c,s)= {1 si seF 9, 5'=so, z.=., i=1,2,...,5
0 en otro caso

5=

la funcidon h es W-calculada por Zh 2.5 5 c{3}{l}, #
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