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CONDICIONES NECESARIAS PARA PRUEBAS
SECUENCIALES TRUNCADAS OPTIMAS.
HIPOTESIS SIMPLES.

E. Castillo y J. Garcia

ABSTRACT

The paper presents a new methodology to obtain
partialy sequential truncated tests which are
optimum in the sense of minimizing the maximum
expected sample number. This methodology is ba
sed on a variational approach and uses the La-
grange multipliers technique in order to ob-
tain necessary conditions for a test to be op-
timum. By mean of these conditions the optimum
test can be obtained. Finally, the method is
applied to the problem of testing the mean of
an exponential distribution. As a particular
case Wald'"s tests can be obtained in practice
by using a sufficiently large truncation sam-—
ple size.

1. Introducciédn.

La principal ventaja de las pruebas secuenciales frente a
las pruebas usuales consiste en que, para errores de primera vy
segunda especie, a y B, fijados exigen, en valores medios, tama-

fios de muestra inferiores (Wald, [16]).

KEY WORDS: Truncated sequential tests, Optimum tests, Simple hypo
thesis, Necessary conditions, Exponential distribution.
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Con ello se consigue un notable ahorro en el muestreo que
puede alcanzar e incluso superar el 50 % (Wald, [16]). Si a esto
se afiade que las pruebas secuenciales de razén de probabilidad
(S.P.R.T.) de Wald son optimas, en el sentido de minimizar el va
lor esperado de la muestra (A.S.N.), para el caso de hipbtesis
nula simple frente a alternativa simple, que estas pruebas tam-
bién son Sptimas para algunos casos de hipdtesis compuestas, vy
que otros autores han obtenido pruebas secuenciales optimas en
otros sentidos (Biilard, [6]; Weiss, [17]; Lai, [11]), pudiera
pensarse que ya no esta justificado seguir trabajando con las

pruebas usuales {(no secuenciales).

Sin embargo, el problema no es tan simple como se presenta
con frecuencia pues, aparte de que las pruebas secuenciales son
consideradas 6ptimas por diferentes autores segln criterios que
pueden considerarse arbitrarios, son varias las desventajas de
éstas frente a las pruebas usuales. Un inconveniente de las prue
bas secuenciales consiste en desconocer '"a priori'' el tamafio de
muestra necesario para poder tomar una decisidn; otro grave in-
conveniente es que, aunque su valor esperado es menor que el de
las pruebas usuales, para determinadas muestras puede ser supe-

rior e incluso alcanzar valores muy elevados.

Para ello resultaria interesante disponer de pruebas que,
manteniendo las ventajas de las secuenciales en lo que se refie-
re al ahorro en el muestreo, no tuvieran este Gltimo inconvenien
te. Estas pruebas son las que Stockman [15] y Armitage [1] 11la-
man esquemas cerrados, Wald [16], Arocian [2, 3, 4 y 5], Chandra
[7, 8 v 9], Monaham [ 12}, Oksoy [13], Choi [10], etc. 1laman
pruebas secuenciales truncadas (truncated sequential tests) vy
que Armitage [ 1] 1lama también pruebas secuenciales restringidas
(restricted sequential tests) y sdlo se diferencian de las se-
cuenciales en que el tamafo de muestra necesario para la toma de
decisién estd limitado a un valor ny conocido y que puede ser fi

jado por el investigador.
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En este trabajo se analizan este tipo de pruebas y se obtie
nen las condiciones necesarias para que una prueba secuencial
truncada sea 6ptima en el sentido de minimizar el ASN (valor es-
perado del tamafio de muestra), para el caso de contrastes de hi-
potesis nula simple frente a alternativa simple sobre distribu-
ciones absolutamente continuas. Es de destacar que estas condi-
ciones sirven para obtener dichas pruebas 6ptimas en el caso de
que éstas existan, tal como se muestra en el ejemplo que se pre-

senta del contraste de la media de una distribucidn exponencial.

Por otra parte, por no afadir dificultad adicional alguna,
se consideran pruebas de las llamadas parcialmente secuenciales
(Billard [6]; Read [14]), es decir, tales que el proceso secuen-

cial comienza, no en la etapa 1, sino en la etapa n lo cual im

0’
plica que la prueba requiere un tamafio de muestra de al menos No-
El caso particular correspondiente a n0=1 da las pruebas se
cuenciales usuales por lo que la familia de las pruebas trunca-
das parcialmente secuenciales incluye a la familia de las secuen-

ciales truncadas.

2. Planteamiento del problema.

El problema de las pruebas parcialmente secuencialés trun-

cadas se plantea como sigue:

Sea {F(x),0); 8efN} una familta de funciones de distribucidn

absolutamente continua y @ el espacio paramétrico.

Supdngase que trata de contrastarse la hipdtesis nula:

Ho: 6=81 frente a la alternativa H1: 6=62.

Se trata de obtener la prueba parcialmente secuencial trun-

cada por un tamafio de muestra n],’es decir, de obtener una parti
. 2 . n R

cidn, {Ai’ Ry3 1 = no,...,nl}, de R'1, que verificando las con-

diciones naturales de las pruebas secuenciales:
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n1-J+1
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donde AlC RJ, rRJc R/ y clc RJ son conjuntos disjuntos y repre-

sentan las regiones de aceptacion, rechazo y continuacidn respec

tivamente en la etapa j, Yy

. n -]

A. = AJxR !

J
R |

= J , i =

Rj R xR P no,n0+l,...,n1
. n,.-j

¢ = IR !

minimizan el funcional

n

1
M A X [ASN(B)] = M A X { =z i-[P(Ai/6)+P(Ri/9)]}
be{e,,0,} be{6,,0,} i=n,
sometido a las condiciones:
"
z P(Ri/e]) = qa
i=n0

W™~ 3
e
—
>
>~
D@
N
~
]
>

siendo ademas

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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Esta Gltima condicidén asegura que la aceptacidén o rechazo de

H0 se decide con un tamafio de muestra menor o igual que n,-

3. Condiciones necesarias.

Supbngase que la prueba {Ai’ Bi; i= ,nl} es la prueba

Ngs«--
optima, o lo que es lo mismo, la que minimiza el funcional

n
MAX {3 i.[P(A./8) + P(R./0)]} (7)
oef{6,,6, i=ng ! !

sometido a las condiciones

(8)

o
—_
=
~
s>}
—_
~
f
Q

P(Ai/GZ)

I}
™

(9)

E1 midximo que figura en (7) puede alcanzarse en 6], en 62 6
en ambos simultdneamente. Supdngase que se alcanza sdlo en

€ .
93 {61,02}, es decir que

n
21

i=n

\

n
i.[P(Ai/eh) + P(R,/8,)]1< ~£ ) o+ P(Ri/93)] (10)

0 |

i.[P(Ai/G3

donde 6, # 93 y ehe{e],e .

2

Entonces, el método de los multiplicadores de Lagrange ase-

gura que dicha prueba también minimiza el funcional auxiliar

{i.[P(Ai/e3) + P(Ri/93)]+ k1.P(Ri/61)+

'+ AZ.P(Ai/ez)}-Xl.a-AZ.B (11)
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La primera variacibn parcial respecto a An del funcional G,
1
teniendo en cuenta (Gltima igualdad de (1)) que la variacidn 6An
5 1
induce una variacién § n1Rn » en R tal que
1 1

§ "R = - 8a (12)

donde el signo menos tiene un sentido conjuntista, resulta ser:

SA SA,

A
§ M g =X .p(8 "1 R /8.) = A,p(8 "
1

R /92) (13)

1 n 1

Anidlogamente, la primera variacidon parcial respecto a
Aj(nos;j <n]) del funcional G teniendo en cuenta que la variacidn,
' SA. A,

GAJ, induce variaciones § JA1 y 6 JR, en A,y R, respectivamente

para 1 = j+1,j+2,...,n1, tales que
n, S, SA.
Sp. = - U8 Jaus SR (14)
J 1=j+1
SA .,

donde se ha supuesto que § JRj = ¢, resulta ser
SA, n, SA. SA,
§ de= 1" {-a.p(s JR./8.) + A, ,.P(S R /O,) +

. 1 1771 2 1" 72

1=j+1

SA SA

+(j-1)LpP(s jA1/9 ) + P(S J'R]/e 1Y 5§ = APSLPC P (15)

3 3

Finalmente, la primera variacidn parcial respecto a Rj del
funcional G, teniendo en cuenta (expresién (1)) que la variacidn

SR. SR,

GRJ induce variaciones § JA] y & JR1 en A] y R1 respectivamen-

te para 1 = j+1,j+2,...,n1, tales que
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n, SR, SR.
SR, = - Vs Ja us JoRl (16)
T=j+1
SA;
donde se ha supuesto que § JRJ = ¢, resulta ser
GRJ n, 6Rj 6Rj
8 G = _§ {A1.P(6 A1/6])—A2.P(6 A]/ez) +
1=j+1
GRJ GRj
+(j-1)lp(s A]/63) + P(8 Rl/63)]} 5 LIS PR (17)

Anulando las variaciones parciales de G que resultan de (13),
(15) y (17), se obtienen respectivamente las ecuaciones:

KI.P(x /Rn ;e]) - AZ.P(x /Rn ;62) = 0; ¥x €A (18)

1 1 1

1 * B % . . % X
1=§+‘{- A1.P(x /R1,61) + AZ.P(x /R1,ez) + (j-1)[pP(x /A|ﬁ3)+

+ P(x /R?;e3)l} =03 ¥x €A j o= a0 -1 (19)

n
1 * * 3 *
I AP /A80) A, P JAG8,) + (- TR (x JA58)
1=j+1
* . - . J * Lo _ (
+ P(x /R1,63)]} 0; ¥x €R” ; j Ngseeeony 1 (20)
La ecuacion (18) define la frontera de A: y por tanto An
1 1
y Rn . Las ecuaciones (19) y (20) definen las fronteras de
1
AJ(J = no,...,n1-1) y Rj(J = no,...,n1-1) empezando por An1-l y
R y terminando con A y R . Por tanto dichas ecuaciones,
n]-1 ng Ny
utilizadas en orden conveniente (ver Diagrama 1), permiten obte-

ner el test 6ptimo si se verifica que el madximo que figura en (3)

se alcanza sdlo para 0= 63(638{6],92}).
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Si ello no ocurre, se alcanzara dicho mdximo simultaneamente

en 9] y 62 y deber3d minimizarse la funcidon auxiliar:

n
6 = .E‘ Li[P(A;768,) + P(R,/8.)] + A .P(R./8.) + A,.P(A /68,)+
=" : (21)
+ A3.i[P(Ai/e1) + P(R./0,) - P(A./6,) = P(R./8,)] }-A a-2,8

y anulando las primeras variaciones parciales se llega a las si-

guientes condiciones necesarias:

MprPOo /R 5800 A PO /R 58,0 = 05 Wk eA (22)
n 1 o k]
]=§+]{-A1.P(x /RY38 ) +X, P(x /R 568,) +

+ =1 (AP (x /A)38) + P(x /R}30,)] +

n -1 (23)

. 7':_ 7':. 0. j-.‘:._-__
+ AB(I I pP(x /A1,62)+P(x /R1,62)]} 0; ¥x €A’ j=ng,...,n,

n
g1
1=j+1

{A,.P(x /Al;e]) ~A2.P(x /A‘;e +

1 2)

+ (G- (AP (x /A)30,) + P(x /R3] +

. 7':. :'<. _ A j:':._= _
+A3(1 Ir(x JAL30,)+P (x /Rl,GZ)]} 0; ¥x eR™ 73 j=ng,...,n -1 (24)
Estas ecuaciones, utilizadas en orden conveniente (diagrama

1), cambiando las ecuaciones (18), (19) y (20) por (22), (23) y
(24) respectivamente, definen Aj y Rj (j=n0,...,n1-1).

Es interesante sefialar que, sin mds que hacer A, = 0 &

3
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g = -1, el sistema (22), (23) y (24) se convierte en el sistema
(18), (19) y (20) para 63 = 9] 5) 93 = 92 respectivamente.
(7 PRINCIPIO >
CALCULO DE LA FRONTERA COMUN
DE A_ YR ECUACION (32)
n n
1 1
. j = n1-1
CALCULO DE LAS FKONTERAS DE Aj
Y R.: ECUACIONES Y 4 =3 -1
; (33) (34) J J
NO
DIAGRAMA 1
4. Ejemplo de aplicacion.
caso de la dis-

lo anterior al

Como ejemplo se aplica todo
es decir, al caso en que la funcidn de

tribucidén exponencial,

densidad muestral es:
= 1,2,...,n])

n
x.>0 (j =
j J

1 "
8 .expl-0.:% xi] si

i=1

f(x;0) =
0 en otro caso

con lo que la ecuacidén (18) resulta:
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M Ay 1
-2 9] cexpl-6_. ' x.l+x_.0_ " .expl-6_. Z'x.1=0
1 i 2 2.
i=1 i=1
V(x1,x2, X, ) €A,
1 1
que equivale a
n
1
, xz.ez
log( )
M
n A,-8
Z] o I 1 = Cl n, - CZ n
i=1 62 - 6] » >

donde, si 91>62, resulta

n
- 1 .
An]—{(xi,xz,...,xn1)/i£1xi<cl,n1, (XI’XZ""’xn-])ecn1

-7

n
= 1
R, —{(x‘,xz,...,x )/ T x;>C

n . 2,n 3 (XI’XZ""’xn-1)eCn -1}
1 1 i=1

1 1

Teniendo ahora en cuenta que la funcidn de densidad de

(yj,yj+1,...,y2), donde

viene dada por

2 -1
] (yJ-)J cexp(-8y,)
(i-1) ’ ] j+1

9y Yoy,

0 en otro caso

Yy que supuestos conocidos A, vy Rk para k = j+1,...,n

k 1

para x € R

o< y_< y < nigy <o

2

72

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

se tiene
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C C c C

2 -1 -
(/Ao I 2,j+1 2,j+2 2,%-1, 1,20 (yj)J 1.9y,
P (x/A;;0)= J . J J — dy:dy, :...dy. .=
1° /C]’j+] C1’j+2 c],l‘] YQ,_] (_] 1): 1 2-1 j+1
-2, -1
0 % (y.) -8C, ,_, -6C, ,_ -6¢
— T, ¢, e PTee 2P ee D, ey )]
G-1)!  s=j+1 25 L g
si g > j+2
0¥ T(y )37 ey, -6C, 4
=) fe e ] si g = j+1 (32
(j-1)!
ji-1
(y)3™' 4 -ec, .. -6C, ,_ -6C
S g e BT 2R Tio.e B¢ mC o )]
G-1)1 1,2-1 %2, 8-1
si &= j+2
c o Gz(y.)J_!e_ey’l

. C,o. .G, . P
P(x/R];e)=J 2’J+‘J 2’J+?..J 2,81 ————J—————————dyl.dyg_]....dyj+1=
- 1
Cre1 "Crgez TG e TG GPD

RS M L (Cy <€ ) si 2> ji
(-1 s=j+1 ©05 b
= (33)
eﬁ.—].(y.)_]"l _ecz .
j-1)!

pueden sustituirse (32) y (33) en las ecuaciones (19) y (20) para
un determinado valor de j observandose que estas ecuaciones solo
dependen de yj por lo que el estadistico yj define el test en la

etapa j.

Ademas, eliminando el factor comin (yj)J-1/(j-1)! que condu

ce a la solucidn que maximiza el ASN (test no secuencial), resul
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ta que esa dependencia es solo a través del término

P{x /A"

J+1;6)

que aparece en las ecuaciones (19) y (20), quedando dos ecuacio-

nes de la forma

A,.e J 4B, .e =D (34)

A .e T + B,.e J - D (35)

que proceden respectivamente de (19) y (20). Estas ecuaciones tie
nen dos soluciones cada una; sin embargo, s8lo una solucidn de

(34%) y una de (35):

=
Y5 t,]
(36)
= C
Y 2,j
verifica las restricciones
0< ¢, .<C, .<C (37)

1, 2,] 1,j+1

por lo que, dichas soluciones son las buscadas y definen las re-

iones A., R, C. mediante
s J J Y J

j k
= T xS CL e
Aj_{(x1,x2,...,xn1?/i:]xi C1,j’ CI,k<i§1xi<C2,k’ k=n, ,j-11 (38)
J k ‘
={ = ; s ;o k=n_,...,j-
Rj t(x1,x2,...,xnl)/i£]xiz‘Cz’j, CI,k<l£,xi<c2,k’ k=ng, o] 1} (39)
k
c :{(x],xz,...,xn )/ C],k< b3 x, < C2,k ; k—no,“.,J } (40)
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El sistema de ecuaciones que resulta se ha resuelto median-
te un programa, elaborado para su resolucidn mediante el ordena-
dor Eclipse 230 (DATA GENERAL), que se ejecutd en el Centro de

Cidlculo de la Universidad de Santander. -

En el Cuadro 1 se dan los resultados obtenidos para el caso
61 = 2, 92 = 1 y siendo ng =
valores correspondientes a la prueba de Wald (n1 = ®), para

a= 0.6 y B= 0.2.

T yn, =2,3,10 y 20, asi como los

En dicho cuadro puede verse cémo el valor del ASN disminuye

a medida que n, aumenta, tanto para la hipdtesis nula como para

1
la alternativa, y cémo la prueba truncada &Gptima converge a la

de Wald.

Es de destacar que, para este caso, la solucidn valida co-
rresponde al caso en que el maximo que aparece en (3) se alcanza
sdlo en 6], por lo que el Cuadro 1 recoge las soluciones del sis
tema (18), (19) y (20) con 63 = 6].

La figura 1 da la variacidn del ASN con el valor del paréme-
tro 6. Puesto que el maximo del ASN no se alcanza en el intervalo
(8,5

sis HO: 82=6] frente a la alternativa H1:9<;82.

61), esta prueba no es la Gptima para contrastar la hipote-

La figura 2 ilustra, graficamente, las pruebas secuenciales
anteriores. En ella puede comprobarse como coinciden practicamen-

te con la de Wald (no truncada) para n>10.

Finalmente, la figura 3 da las curvas caracteristicas de ope
racion de las pruebas secuenciales (lTnea de trazos), que practi-
camente coinciden, y las mismas curvas para las pruebas no secuen

ciales con n=1,2,3,10 y 20.
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CUADRO 1
VALORES DE LAS CONSTANTES Ci

3

n

1

ayd 2 3 10 20 N
5,1 0.15¢ 0.162 0.163 0.163 0.163
5,} 0.282 C.288 C.288 0.288 0.288
1.2 0.521 0.857 0.856 C.856 0.856
2,2 c.921 0.67¢ 0.881 0.981 0.s881
1,3 1.613 1.549 1.549 1.549
2,3 1.613 1.674 1.674 1.674
1,4 2.242 2.242 2.242
2,4 2.367 2.367 2.367
1,5 2.935 2.935 2.935
2,5 3.060 3.060 3.060
1,6 3.628 3.628 3.628
2,6 3.753 3.753 3.753
1,7 4.321 4.322 4.322
2,7 4,447 4.447 4.447
1,8 5.015 5.015 5.015
2,8 5.140 5.140 5.140
1,9 5.710 5.708 5.708
g'io 5.831 5.833 5.833
1, 6.465 6.401 6.401
2,10 6.465 6.526 6.526
1,11 7.084 7.094
?,11 7.219 7.2189
l,}? 7.788 7.787
,5,15 7.912 7.812
y 4+~ 8.481 8'480
2,13 8.605 8.605
},14 9.174 8.174
2,14 e,288 2.2998
1,15 9.867 9.867
f,}g 9.982 8.982
y1 10.560 10.560
2,13 10.685 10.685
;,17 11.253 11.253.
, 11.378 11.378
2.18 11.947 11.946
,18 12.071 12.071
;.ig 12.641 12.639
, 12.762 12.764
;,:8 13.387 13.333
, 13.397 13.457
ASNel 1.170 1.152 1.150 1.149 1.149
ASN, 1.106 1.095 1.094 1.093 1.093

76
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5. Conclusiones.

Las conclusiones mids importantes que se derivan de este tra-

bajo son:

1.

El método variacional basado en la técnica de los multiplica-
dores de Lagrange da las condiciones necesarias para que una
prueba parcialmente o totalmente secuencial truncada sea 6pti-
ma en el sentido de minimizar el maximo valor esperado de la

muestra dentro de las hipdtesis, cuando éstas son simples.

Dichas condiciones necesarias determinan dicha prueba dptima
si ésta existe, que puede obtenerse mediante la resolucidn de
los tres sistemas posibles de ecuaciones que resultan y com-
probacién posterior de si el maximo de la expresién (3) se al

canza en GH, en 62 O en ambos simultaneamente.

La aplicacidon del método propuesto al caso del contraste de la
media de una distribucidn exponencial demuestra su utilidad,
asT como la convergencia de la famTlia de pruebas truncadas op
timas a la solucidon de Wald cuando el punto de truncamiento

tiende a infinito.

Para el caso del ejemplo propuesto, las pruebas Optimas trunca

cas no son Optimas para el contraste unilateral.

El sistema (18), (19) y (20) sirve también para obtener las
pruebas truncadas que minimizan el ASN en un tercer valor 63,

tal como hizo Weiss [17].

El método propuesto es directamente extrapolable al caso del
contraste de hipdtesis compuestas, que serd objeto de otro tra

bajo.
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La principal dificultad de utilizacidon de este método esta én
la obtencidn de los valores.P(x/Aj; 8) vy P(x/R?; 8) analfitica
mente, por lo que en algunos casos deberd recurrirse a la in-
tegracidn numérica. Esta dificultad surge, por ejemplo, en el

caso de los contrastes sobre leyes normales.

Referencias.

ARMITAGE, P. (1957): "Restricted sequential procedures'.
Biometrika, 44, pp 9-26.

AROIAN, L. A. (1963): "Exact truncated sequential tests for
the exponential density function'. Proceedings Ninth Natio-

nal Symposium on Reliability and Quality Control, L470-486.

AROIAN, L. A. (1964): "Some comments on truncated sequential
tests for the exponential distribution'. Industrial Quality
Control, 21, pp 309-312.

AROIAN, L. A., COORER, I|. and PETERSEN, L. M. (1966): ''Agree
Task Group Three type truncated sequential life tests and
tables'". Annals of Reliability and Maintainability, 5, pp
874-893.

AROIAN, L. A. and ROBISON, D. E. (1969): '"Direct methods for
exact truncated sequential tests of the mean for a normal dis

tribution'". Technometrics, 11, pp 661-675.

BILLARD, L. (1977): "Optimum Partial Sequential Tests for
Two-Sided Tests of the Binomial Parameter'. JASA-72, pp 197-
201.

CHANDRA, R. (1975): "Truncated sequential procedures for dis-
criminating ameng k 2 hypotheses concerning binomial parame-
ter'. 1-119, AES-7511.

CHANDRA, R. (1975): "Truncated sequential procedures for the
select of the most probable category of a multinomial popula
tion'. 1-6L4, AES-7512.



Condiciones necesarias para pruebas secuenciales truncadas... 79

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

(171

CHANDRA, R. (1975): "“Truncated sequential procedures for
the complete ranking of several binomial populétions“. 1-35,
AES-7513.

CHOI, S.C. (1968): "Truncated Sequential Designs for Clini-

cal Trials Based on Markov Chains'. Biometrics, 24, pp. 159-
68.

LAl, T. L. (1973): "Optimal Stopping and Sequential Tests
which minimize the maximum Expected Sample Size'. Ann. of

Stat., pp. 659-673.

MONAHAM, R. H. (1972){ "Truncated One-Sided Sequential Tests

for the Mean of a Normal Distribution'. Ph.D.Thesis, Stanford Uni
versity.
OKSOY, P. (1972): "Truncated sequential life test for a

three-way decision procedure, and new sequential methods
for the comparison two medical treatments''. Ph. D. Thesis,

Union College.

READ, C. B. (1971): "The Partial Sequential Probability Ra-
tio Test'. JASA, 66, pp. 646-650.

STOCKMAN, C. M. and ARMITAGE, P. (1946): '"Some properties
of closed sequential schemes'. Journal of the Royal Statis-

tical Society, Series B, 8, pp. 104-112.

WALD, A. (1947): "Sequential Analysis'. Dover Publications,

Inc.

WEISS, L. (1962): "On Sequential Tests Which Minimize the
Maximum Expected Sample Size'. JASA, 57, pp. 551-566.

Univer;idad de Santander.



30

| ©

ASN

1.20

1.15 4

1.10 |

1.05

Figura 1.~ Curva ASN
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