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"“SOBRE LOS OPERADORES DESPLAZAMIENTO
BILATERAL PONDERADOS E INVERTIBLES"

Lucas Jdodar

ABSTRACT

In this paper is studied the analytic-spectral
structure of the commutant of an invertible bi
lateral weighted shift operator, extending
known results. It is introduced a class of ope
rators more general than the class of the ra-
tionally strictly cyclic bilateral shift which
are not unicellular.

1. Introduccion

Sea X un espacio de Hilbert con base ortonormal {en}neZ

y sea TeL(X) un operador desplazamiento bilateral ponderado defi

nido por Te = > . ido
p T nWn€n4+1r CON W >0 para todo neZ. Es conocido que T

admite una representacidn en la forma de operador multiplicacidn

por z en el espacio de Hilbert ponderado

2 - n 2 2
= = M Z 0
L™ (B)=A{f néZf(n)z ’neZlf(n)l B(n)“<=}, dotado de la norma

“fH={nEZ|f(n)IZB(n)z}]/z, y que el conmutante de T admite repre-
sentacidon de la forma Lm(8)={fEL2(B); f-geLz(B), ngLz(B)}, don-
de el producto indicado coincide con el producto de Cauchy de se
ries de Laurent formales. El conmutante Lw(B) tiene estructura
de algebra de Banach con la norma HfH=NMfH, con f en LT(B) y Mg
el operador mulitiplicacidn por f definido en LZ(B), [1] pag53-62.
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La sucesidn R(n) estd relacionada con los pesos wo del si-

guiente modo:

WOW oW g si n>o
g(n) ={ 1, si n=o (1)
(w_lw_z...w_n)—1, si n<o
y se verifica T I =sup ﬁé%%§L y HT-nH=sup E%%é%T, en el caso de

kez kez

ser T invertible, [1] padg. 67, siendo en este caso el espectro
de T el conjunto o(T) dado por o(T)={zeC; r(T_l)-1 <lz|<r(T) 1,

siendo r(T) vy r(T—]) los radios espectrales de T y 771 respecti-
vamente. En este articulo estudiaremos la clase de funciones ana
liticas que contiene el conmutante Lm(B), el comportamiento en
la frontera de o(T) de tales funciones y propiedades espectrales
de los operadores de Lm(s). Generalizamos resultados conocidos e
introducimos una clase de operadores desplazamiento bilateral
més amplia que la clase de los racionalmente estrictamente cicli
cos, que poseen riqueza de subespacios invariantes y que no son
unicelulares, obteniendo una respuesta para el caso bilateral,
andloga a la planteada por Allen L. Shields en la cuestién 20,
pag. 106 de [1]. En adelante T serd un operador desplazamiento
bilateral ponderado e invertible definido sobre LZ(B) como ope-
rador T=Mz, y diremos que T es racionalmente estrictamente cicli
co si LZ(B) coincide con L”(B), siendo en este caso equivalentes

las normas definidas en LZ(B) y LY(B), pag. 101 de [1]

2. Estructura analitico-espectral del
dlgebra L7(B).

Sea T=MZ sobre LZ(B) invertible y supongamos que se verifi-

can las condiciones
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-1 -1
(T ) =0T My r(T) = 1Tl (2)
=1y, -1
(r(T 7)) "<r(T). (3)
Entonces si llamamos Q={zeC; ”T_]H_1<|z|<"T”}, se verifica la si-
guiente proposicidn:
Proposicidén 2.1. Sea T = MZ sobre LZ(B) invertible y verificando

las condiciones (2) y (3). Entonces el dlgebra Lm(B) es isomorfa
al espacio de las funciones analiticas y acotadas en el anillo @

©co
con la norma supremo, L (Q).

Demostracién: Por la hfpétesis (3) y por el teorema 10' -1I11I-
a, pag. 80, [1], si feLw(B) entonces la serie de Laurent de f con

verge en w si w es tal que

r(T-])-1<|w|<r(T)
y ademds se verifica |f(w)]| < Ml Por el mismo teorema, aparta-
do Ill-b y por ser HT-]H_]<HTH, para cada funcidn analftica y aco

tada en el anillo Q, pertenece a L (B), y existe c>o tal que

”MH|<C sup|f(z)|, vfeL”(B) (4)
ze )
Como por (2) se sigue que r(T)=lITl vy HT_1H_]=r(T-1)_1, podemos es

“cribir a partir de (4) que

HFll,= sup|f(z) |< UM AI<clfl
Q f
z€ Q
y por lo tanto las normas son equivalentes y los espacios Lw(B)

o . .
y L (Q) coinciden,

Corolario. Si T=M_ sobre LZ(B) es invertible y verifica las con-
diciones (2) y (3), entonces T no es racionalmente estrictamente

ciclico.
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Demostracidn: Por la propiedad (3) de la proposicidn 36, pag.
101, [ 1] si T fuese racionalmente estrictamente ciclico, el alge
bra Lw(B) seria separable, y por tanto también lo seria cualquier
subespacio de Lw(B). Probaremos que este espacio contiene un sub-

espacio que no es separable.

Sea Hm(lz|<HTH) el espacio de las funcicones analfticas y aco
tadas en |z|<lITll con la norma supremo, y sea la aplicacién ¢ tal

que
e W (z]<T) > LT (R)

f flg
Por el principio de la prolongacién analitica ([ 2], pag. 42), 1la
aplicacién ¥ es inyectiva. Por el teorema 10' -lll-a, pdg. 80,

[1], se verifica que
e (FYN< Il FIl

y por tanto ¢ es continua. Por el principio del médulo maximo
([2), pag. 91) se verifica lo(f)ll=llfll, de modo que ¢ es un iso-
00 o
morfismo de H (]z|<lTll) en el espacio imagen o(H (|z|<lITI)) que

© -
no es separable porque no lo es H (]z|«iTI), [51, pdg. 39.

Definicidon 1.- Sea w un nimero complejo con w#o y sea AW:P£ - C

el funcional de evaluacidon en w definido sobre los polinomios de

Laurent, es decir Aw(p) = p(w), para todo pePL. Decimos que w es
un punto de evaluacidn acotada sobre L(B) si el funcional Aw ad

mite extensidn a un funcional lineal multiplicativo definido en
@© - . . - »

todo L (B) y continuo. Es claro que una condicidén necesaria para

que w sea un punto de evaluacidn acotada es que exista c>0 tal

que lAw(p)i=|p(w)| <cllpll= c”Mp”, para todo pe Pr. Por ser L™ (B)

31gebra de Banach conmutativa, [ 1], pag. 64, la aplicacién defi-
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(o] oo
nida sobre el espacio estructura de L (B), XK(L (B)), por

o ¢ K(L(B)) = ¢C
A p(X)=A(z)"

es continua y toma sus valores en o(T), [5], pdg. 223. Por tanto
los dnicos puntos que pueden ser de evaluacidn acotada se encuen

tran en o(T).

Definicién 2. Si weo(T), entonces el conjunto FJ%XEKU?(BH; A(z)=w}

se llama la fibra del punto w.

Teorema 2.1. Sea T=Mz sobre LZ(B) invertible tal que r=r(T_‘)-1<

r(T)=R. Entonces se verifica que:

(a) Todo punto de o(T) es un punto de evaluacidén acotada sobre

L*(B) .

(b) si feL”(B) existen casi por todas partes respecto a la medi-

da de Lebesgue en [0,27m] los ITmites

1Tm f(xe't) y 17m f(xelt)
X>r+ X>R-
(c) Si los polinomios de Laurent FL son densos en Lw(B)\Y para
toda feLm(B) la sucesidn S m(f) = ? f(k)zk, converge a f en
’ k=-n

[e o]

L (B)ysi n,m > +®, entonces la serie
T f(n)w"
n€z

(o] [ee]
converge si |wl=R & |wl=r. Ademss X(L (B))=0(T) y para toda feL {B)

se verifica

o(f)={f(w); weo(T)!}

(d) Para toda fe€L (B) la sucesidn {Sn,m(f)}n,mGN

formemente en O(T) y f es continua en O(T).

converge a f uni
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Demostraciodn:

a) Sea weo(T) con r<|w|<R. Si feL”(B) entonces por el teor. 10'-

lti-a, [ 1], pag. 80, se verifica
| f(w) | HMfH (5)

y de aqui w es un punto de evaluacidn acotada sobre LY(B). Sea
weo(T) tal que w=re't con tef 0,27] y sea wj=(r+1/j)elt. Por ser
wj un punto de evaluacidn acotada si j es un natural suficiente-
mente grande para que r<|wj|<R, la fibra Fw es no vacia.
J
Seav)\jEFw , entonces por o(L”(B)',L™(B)) compacidad del es-

pacio estructura K(Lw(g)), la red {Aj} admite sub-red conver-

JEN
gente a un cierto A€K(L¥(B)). Sea A=1TmA_ . Entonces se verifica
nk+ k .
que A(z)=1Tmx_ {(z) y por ser w_ =x_ (z)=(r+1/n )eIt se sigue que
Ny M "N Mk k

A(z)=w, AGFW y w es un punto de evaluacidn acotada sobre L7 (B) .

i
' se encuentra en la frontera de (T) con w'=Re t,

Si w
te[ 0,27], se concluye andlogamente que w' es un punto de evalua-
cidn acotada sobre L7(8) considerando la sucesidn wj=(R-1/j)e't.

Con esto, el apartado a) queda probado.

b) Llamando Q(r,R)={z€C; r<|z]|<R}, si fGLw(B), por [ 11, pag. 81
podemos expresar f de forma Gnica como f=f‘+f
f,(2)

,» con fZ(W)=O,

z anzn, analftica y acotada en |z]|<R, fz(z) = I bnz-n,
n=0 n=1
analitica y acotada en |z|>r. Por el teorema de Fatou, L41], pag.

265, se sigue que existe casi por todas partes respecto a la me-

dida de Lebesgue en [0,2m], el 1imite radial
17m fl(xe|t) (7)
X*R~-

La funcién gz(z)=f2(l/z) con 0<]z|< r_], es analitica y acotada

en el disco perforado |z|<r-], z#0, y por ser fz(m)=0, admite
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prolongacidn analitica al 0,[3], padg. 99, y asi, por el teorema

de Fatou citado, existe casi por todas partes en [0,2T] el 1imite

P it
11m g (xel )
-1 °2
X>r
con lo que se sigue la existencia casi por todas partes con

telo,2m1] del 1imite

17m fz(xe‘t) (6)
X>r+

si xelr,Rl, te[o,2m], se tiene f(xe't)=f1(xe't)+f2(xe‘t); por ser

£ analitica en |z|<R, para todo te€[0,2m1] existe el 1imite

Iim f (xe't)
x>r+

De aqui y de (6) se sigue que existe el limite de f(xe'") cuando

X*r+, casi por todas partes respecto a t en [0,27].

Por el teorema de Fatou, [L4], padg. 265, existe casi por to-

das partes en [0,27] el 1imite (7), y por ser fz analitica en
|z|>r, existe para todo t€[0,2n] el 1imite
1im f (xe‘t)
2
x+R-
- luego existe casi por todas partes en [0,27] el 1imite de er‘H
cuando x—>R-.
c) Si los polinomios de Laurent If son densos en L (B) entonces
para cada f de Lw(ﬁ) se verifica la existencia del limite en

o« -
L (B) de {sn,m(f)}n,meN’ p?rque converge a f, y por tanto si
|wlj=r & |w|=R, y 1lamamos Aw la Gnica extensibén de XW, se verifi

ca por continuidad de Xw que:

- - m Kk m
Aw(f) = 1fm A (L f(k)z)=1Tm I of{k)w

n, m+o k=-n n,m+o k=-n
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y por tanto la serie I f(n)w" converge si |w|=r & |w|=R.
nez
Por el teorema de representacidn del Gel'fand, [3], pag. 223, se

verifica
o(F)={A(F)3hek(L™( 8)) }={X (f)=f(w); wea(T)}

d) Sea feL™(B). Por (5) se verifica para cada w tal que r<|w|<R;
m,n€EZ, m=n, que
m

) f(k)wk
k=n

TR ” (8)
k=n

<

Dado £>0, sea nOGZ tal que si m>r1>no se verifique la relacidn

™ k
I f(k)T “ <e
k=n

De (5) y (8) se sigue que
y ikt‘ <

Tof(k) (r+1/]) e
k=n

€ (9)

m .
' b f(k)(R-1/j)ke'“’< . (10)
k=n

para j suficientemente grande. Tomando ITmites en (9) y (10)

cuando j-»w, con n,m fijos se sigue que

m
sup L f(k)wk|<€, si m=>=nz=n
r<jw| <R 'k=n ©

de donde se concluye que {Sn,m(f)}n,mﬁN converge uniformemente a

f en of(T) y por lo tanto f es continua en O(T).

Corolario 1. Sea T=M, sobre LZ(B) invertible con r=r(T-])_1«%T)=R
Entonces si T es racionalmente estrictamente ciclico las conclu

siones del teorema 2.1 son verificadas por T.
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Demostracidn: La conclusidn es inmediata porque en este ca-

so se verifica la condicidéon f = 1Tm s (f), en L7(B), para toda
o n, m>wo ’
feL (B), por la proposicidn 36, pag. 106 de [1].

A continuacidn vemos una condicidén suficiente en términos de
los pesos que definen el operador T, para sustituir la existencia
del 1imite radial de felL”(B) casi por todas partes en la frontera
de o(T), por convergencia de la serie que define f en los puntos

de la frontera de o(T).

Teorema 2.2. Sea T=MZ sobre LZ(B) tal que r(T-‘)-]<r(T). Suponya-

mos que T verifique las condiciones siguientes:

(a) 11m inf ———QLEL——:>1, y (b) 17m inf _8l=n)

= -
n>+w n1/2r(T)n n->+oo nl/zr(T 1)n

Entonces si felL”(B) y weFr(o(T)), la serie de Laurent de f conver
ge casi por todas partes para te[0,27] con w=r(T)e't, o

-1,-1 it
w=r(T ') ‘e .

-1

Demostracidon: Sea r=r(T—]) , r(T)=R, feL™(B) y supongamos

que f=f +f,, f,(=)=0 siendo f (z)= I f(n)z", analitica en |z]|<R,
nzo .
f2(2)= % f(-n)z n, analitica en |z|<r. Sea te[O0,27], w=Re't. por
n>1

ser f1 analitica y acotada en |z|<R, por el teorema de Fatou, [4],
pag. 265, existe un conjunto EfC[O,Zﬂ] de medida de Lebeggue nula
tal que si t es tal que te[O,Zﬂ]~Ef, entonces existe el limite ra
dial

1im f(n)(xReit)n

x>1- nx>o
2 . 2 2
Por ser felL“(B) se tiene que % [f(n)|"B(n)“<+x, y por el teore-

nez
ma de Fatou, [4], pag. 265, por ser fz analitica en |z|>r, exis-

te casi por todas partes para te[0,2n] el Iimite radial

1Tm 2 F(-n)(xe "Er ) "aiim 5 f(-n) (r le TE)N,D

x>1- n>1 x+>1- nx1
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Por la hipdtesis (b), si n;=no, para algin noeN, se verifica

B(—n)?rﬂ/zr_n

, y de aqui
(1)

de donde concluimos

nlf(-n) (2 e T2 < F(-m)w" 128 (-n) 2 E (-n) |2 (12)
. 2 2 .
De (12) y de la convergencia de I |f(-n)|“ B(-n)", se sigue que
n=1
b} n]f(-n)|2 -2n

r <+oo, (13)
n=1 .

Por el teorema de Tauber que dice que si una serie I c¢_ es tal
n>o
que I n]cn|2<+w y existe el limite radial
n=o

1Tm % X
x=+1- nzo

-

entonces la serie I c_ converge, [6], pag. 134, y por (13) se
n=o
sigue la convergencia de la serie

=) (r e HM 2 g f(-n)w .
n=>1 n=1

Por la hipbtesis (a), existe n1eN tal que si n= n, se verifica

(14)

De (14) si n >n] se verifica para w=Re'":

]2 2n

RO n|f(n) wn12< B(n)zlf(n)l2

nlfin)

de donde resulta la convergencia de la serie I n}f(n)[z RZn‘

it n>o n.n

Si w=Re ~, con te{O,Zﬂ}“Ef existe el 1imite 1Tm L fin)w x
x+1- n=2o

b y
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por el teorema de Tauber citado se sigue la convergencia de la

serie

£ F(mMw" = T f(n)(Re' H)N
n>o n>o
si te[O,Zn]”Ef.

P s it
Por ser f1 analltica en Izl<R se verifica para w=r e ,

tel[0,2m] que 1a serie I f(n)w", converge.
n=o

Se tiene pues en definitiva que f=f1+f2 es tal que la serie
que la representa es convergente casi por todas partes respecto
a te[0,2T] en w=reit. De aqui y de la primera parte de la demos-
tracidn se deduce la convergencia casi por todas partes respecto
a la medida de Lebesgue, de la serie que define f, en la fronte-
ra de o(T).
Nota: Si T=M_ sobre LZ(B) con B(n)=([n|+l)]/2, para cada neZ, en

tonces se verifica que

n B(k+n) k+n|{+1,1/2 1/2
T “= sup = sup{lT—Tl~—} =(n+1)
kez PB(K) kez IKI*T

" 1/n =(n+1)l/2n + 1, si n>+
17/n
-n B (k) k|+1 1/2 -1 . -n
T =sup — 0y < sup{Tl—lT—~} =1, (T )=1im |7 ! =1.
kez pintk kez |n*ki+d n++ooII J
Para n=1 se sigue
B(n) _,n+1,'/2 8(-n) _n+1, V2
172 n = n ) =1 = -1, n =( n ) =1
n r(T) n r(t )

Luego se verifican las hipétesis (a) y (b) del teorema 2.2 y no

es racionalmente estrictamente ciclico porque la serie

2n
z iillf— =142 3
n=-2 B(n) n>1 "
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es divergente y por [ 4], proposicién 36-(4), pag. 101, T no pue-
de ser racionalmente estrictamente ciclico.

No todo operador T=Mz sobre LZ(B) invertible verifica las

condiciones (a) y (b) del teorema 2.2; por ejemplo el operador
T=Mz con B(n)=c>0, para cada n€Z, es tal que r(T)=1 y la sucesidn

g(n) _ _c

72 e e 0, y por tanto no se verifica la hipdtesis (a).
n r{T) n

3. Operadores desplazamiento bilateral
cuasi-racionalmente estrictamente
ciclicos.

Si T=MZ sobre LZ(B) es un operador desplazamiento bilateral
ponderado, por [1], pdg. 73, se sigue que w es un punto de eva-

luacidén acotada sonre LZ(B) si, y sdlo si, se verifica

2n
DR L2 B (15)

nez B(n)2

La condicidn (15) sugiere la introduccidn de una clase de
operadores desplazamiento bilateral ponderados invertibles, méas
general que los racionalmente estrictamente ciclicos con rique-

za de subespacios invariantes.

Definicidn 3. Sea T=MZ sobre LZ(B) invertible. Se dice que T es
cuasi-racionalmente estrictamente ciclico si se verifican las

condiciones:

r(T'1)'2n
)Z

2n
_r_(llz_ <o (b) 5

nez B(n

(a) z
nez B(n)

<+

Por la proposicidn 36, pag. 101, [1]1, todo operador racio-
nalmente estrictamente ciclico es cuasi-racionalmente estricta-

mente ciclico. El reciproco no es cierto como queda probrado con
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el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1.

Sea T=MZ sobre LZ(B) con sucesién de pesos {wn}neZ construidos

del siguiente modo.

Sea u_=
n n+1

nimeros naturales tal que 2n.<n, .
join

para todo neN y sea {nj} una sucesidn creciente de
Para neN definimos W del
siguiente modo:

W =u (o <k<n1) W =uy (n]< k<2n])
W Suy Fan§k<n2)' w =u, Fn2< k<2n2)
W =uy (2nj<k<nj+1) WY (nj+]<k<2nj+1)
Sea w_ = Wﬁ para cada n>0, B(n)=wow] -W__; Para n>0, B(0)=1
B(-n)=(w_1w_2...w_n)—]=w1w2. W, ¥n>0

Por ser {un} decreciente y por ser por definicidn de

né€N

> h+2 . [P
{Wn}nez’ w257 si n>0, se verifica
B(n)=wow‘...wn_1> 2.3 4 ...(n+1) = n+1;
123 ... n
luego se verifica que por ser ITmw =r(T)=1, ITm w =1=r(T_]),
n-—>+4o n n->=-o n
[11, pag. 72,
2n -1,-2n
o LN S N L M (16)
n=o0 B(n) n=2o0 (n+1) n=o R(n)

. L ... (n+2) n+2
- = > =
Para cada n>0 se tiene B(-n) WWyooow = —~§—TTTTF:TT 7

w

N
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g orm?_ & S N 4

5 L (17)
n=1 B(-n)

n>1 (n+2)?2 n>1 B(-n)2 n>1 (n+2)2

De (16) y (17) se sigue que las condiciones (a) y (b) se verifi-
can. Veamos que T no es racionalmente estrictamente ciclico, si

elegimos la sucesién {nj}jEN de forma adecuada. Por ser B(k)=k+1

uK
4

, elegimos n_. como

1
: < = ® -
si kSn, vy u, 3/2, con 1Tm P 1

] k»w

n
=min{k>0; (3/2)k>8(k)=k+1}. Para 2n]<k<n

n, , tenemos B(k)<(k+1)u11

n _1Wn ..-Wk_.":UOU,I...U

k-n
_,(u) 1
1 1 n, 1 1

porque B(k)=wow1...w

n, +1
_234...(177) (u])k-n] _ (n1+1)(u1)k_nl<(k+1)(u1)n‘.
12 ... n1

k

("2) _ i
o = 4+, podemos considerar

Por ser 1im
k=00
n2=m?n{k>2n]; (uz)k>2(k+l)(u1)n1}. AsT (uz)n2>28(n2) por defini-

cidén de n,- Inductivamente se tiene que

(uj)"J>jB(nJ.) (18)

y de aqul se sigue que

B(an) Wowl"'Wan-l an"TWan-l ;
B(n )2 = (w w w’ )Z = 8(n.) >(u )n.wnwn +1 Won.-17J
j 1 j i’
(19)
para j=1,2,... Por (19) se sigue que
B(2n.)
sup M) sup = sup j = 4+ ©

k,neZ B(k)B(n)  j>0 B(nj)B(nj) j>0

Por la proposicidn 36, [1], pdg. 101, T no es racionalmente es~-
trictamente ciclico. Utilizando un ejemplo dado por Hector N.

Salas de operador T=MZ unilateral, es posible incluso encontrar
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operadores T=MZ sobre LZ(B) cuasi-racionalmente estrictamente ci

clicos, con pesos {wn} mondtonos. Ver [71].

Veamos a continuacidén un teorema que demuestra que los ope-
radores cuasi-racionalmente estrictamente ciclicos tienen rique-
za de subespacios invariantes, y que é&stos nunca constituyen un
reticulo linealmente ordenado por inclusidn; es decir que dichos
operadores nunca son unicelulares.

2

Teorema 3.1. Sea T=MZ sobre L“(B) invertible cuasi-racionalmente

estrictamente ciclico. Entonces T no es unicelular.

Demostracidn: Por ser .T cuasi-racionalmente estrictamente
ciclico, y por (15) se sigue que todo weo(T) tal que |w|=r(T) &
lw|=r(T-‘)-1 es un punto de evaluacidn acotada sobre LZ(B) y por
tanto el espacio Z(w)=Ker Aw es un hiperplano cerrado del espa-
cio LZ(B). Es claro que Z(w) es un subespacio invariante de T
porque si fez(w) entonces T(f)=MZ(f)=z-fe§(w) ya que por el teo-

rema 10'-(iv), se verifica:
Xw(z.f) =Aw(z).Aw(f)=w.0 = 0.

Sean Wi,wW, con twi|=r(T), i=1,2. Entonces el polinomio

z-wiec(wi)~§(wj), i#j con i,je{1,2}, porgue

Awi(z-wj)=kwi(z)-wjkwi(1)=wi-wj#0

En consecuencia el reticulo de subespacios invariantes de T no

estd linealmente ordenado por inclusidn y por tantc T no es uni-
celular.
Corolario 1. Si T=MZ sobre LZ(B) es racionalmente estrictamente

ciclico, entonces T no es uni-celular.

La conclusidon es inmediata del teorema 3.1.
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