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CUADRADOS ESPECIALES EN LA CATEGORIA
DE ALGEBRAS DE LIE

Daniel Tarazona.

ABSTRACT

In this paper it <s adapted to the category
of Lie algebras the concepts of mixed carte-
sian square and quasi-cocartesian square, al-
ready known in the category of groups. These
concepts can be used in the study of the obs-
tructions of Lie algebra extensions in the sa

me way that Wu has studied the obstructions &%
group extensions.

1. L-Algebras y L-Mdédulos.

Sea L un 3lgebra de Lie sobre el cuerpo K, una L-algebra es
un algebra de Lie M junto con un homomorfismo de dlgebras de Lie
f:L - DerM. '

En general no haremos referencia al homomorfismo f y usare- '
mos la notacidén x.a = f(x)(a). L puede considerarse como L-alge-

bra con la accidn xoy = [x,yl. .

Si My N son L-éTgebfas, un homomorfismo de‘L-élgebrés de M
en N, es un homomorfismo h:M > N de dlgebras de Lie tal que
h(x.a) = x.h(a).
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Un L-mddulo es un espacio vectorial A juntoncbn-un homomor-
fismo f:L - EndKA de algebras de Lie. Un homomorfismo de L-mddu-

los se define de modo andlogo al de L-3lgebras.

2. Cuadrado cartesiano mixto.

(2.1). Definicién. Dado el diagrama

en el que L es un adlgebra de Lie y A, B L-mbédulos, f un homomor-

fismo de L-mddulos y d una derivacidon de L en B.

Se llama cuadrado cartesiano mixto de f y d a una terna
(G,?,a), donde G es un 3lgebra de Lie, f: 6 ~ L un homomorfismo
de 3lgebras de Lie vy d: G > A una derivacién de G en A para la

estructura de G-mddulo de A via f, verificando

(1) df = fd.

(2) Para toda terna (G',f',d') del mismo tipo que
(6,f,d) verificando (1) existe un solo homomor
fismo de 3lgebras de Lie h:G' » G tal que fh=f"
y dh = d'.

(2.2). Teorema. Sean A y B L-mddulos, f: A = B un hemomor-
fismo de L-mGdulos y d: L - B una derivacidn de L en B. Entonces

existe un cuadrado cartesiano mixto de f y d.

Demostracid6n. Consideremos el producto semidirecto de A y L, deno

tado por AJ L

ol
A
P P
A L
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donde iA’ iL son las inclusiones candnicas y Pas PL las proyec-
ciones candnicas. Sea G = {(a,x)eAdL]|f(a) = d(x)} que es una
subdlgebra de A L. Si u: G > A L es el homomorfismo inclusidn,
se definen, a=pAu y ?=pLu. Es fécilvverificar que f es un homo-
morfismo de 3lgebras de Lie y d una derivacidén de G en A para la
estructura de G-mbédulo de A via f. Veamos que (G,f,d) es un cua-

drado cartesiano mixto de f y d.

La condicién df = fd es obvia. Sea (G',f',d') en las condi-
ciones de la definicidon. Se define h:G' > G de la forma
h(y) = (d'(y),f'(y)) y de forma inmediata se comprueba que h es

el Gnico homomorfismo de adlgebras de Lie tal que fh = f' y dh=d'.

(2.3). Proposicién. Sea L un algebra de Lie, y sean A,B
L-médulos f:A > B homomorfismo de L-mddulos y d: L > B una deri-

vacion de L en B.

Si (G,?,a) es un cuadrado cartesiano mixto de f y d, enton-
ces:

(i) Si d es una aplicacidn inyectiva, entonces d es inyec-
tiva. ’

(ii) Si f es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

Demostracidén. Comprobacidn directa teniendo en cuenta (2.2).

(2.4). ProEoéicién. Sea L un algebra de Lie, A,B L-médulos,
f: A > B homomorfismo de L-médulos, d: L -~ B una derivacién de
L en By (G,f,d) un cuadradchartesiano mixto de f y d. Si d es
una aplicacidn inyectiva existe un isomorfismo de dlgebras de
Lie h: Kerf » Kerf (Kerf se considera dlgebra de Lie abeliana)

haciendo conmutativo el siguiente diagrama

-k -
Kerf — 56 —5 1
]
i h la ld
]

K
Kerf —F 34 —F 58
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Demostracidon. Considerando A como Kerf-médulo via el homomorfis
mo nulo Kerf > L, la inclusidn fk: Kerf > A es una derivacidon de
Kerf en A y dada la terna (Kerf,fk,o) existe un homomorfismo

q: Kerf - G de dlgebras de Lie tal que

como ?q = 0, existe t: Kerf - Kerf homomorfismo de dlgebras de

Lie tal que ?kt = q.

Anidlogamente por ser fa?k = dff = 0, existe un homomorfis-

mo h: Kerf > Kerf, K-lineal tal que fkh = —?k.

IFth = dqh = fkh = TF

como d es .inyectiva, por (2.3) d es inyectiva y entonces th=1.

Por otra parte

y de aqui ht = 1.

3. Cuadrado casi cocartesiano.

(3.1). Definicidén. Sea M un algebra de Lie, dado el diagra-

ma
g
A —sL
fl
B

en el que A, B, L son M-dlgebras y dado h: L ~ M homomorfismo

de M-3lgebras tal que h(x)oy = [x,y] con x,yeL, llamaremos cua-
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drado casi cocartesiano de f y g a una terna (H,f,g) donde H es
una M-algebra, F: L > H, 5: B > H son homomorfismos de M-alge-

bras verificando

(1) fg = gf
(2) h(x)ey = [F(x),y] xeL, yeH.
(3) sSi (K,f',g') es una terna del mismo tipo que (H,f,g)

verificando (1) y (2) existe un solo homomorfismo de

M-3dlgebras q: H > K tal que qf = f' y qé = g'.

(3.2). Teorema. Sean M, A, B, L, f, g y h como en la defi-
nicién (3.1), entonces existe el cuadrado casi cocartesiano de
fvyag.

Demostracidn. Consideremos el producto semidirecto Bl L, donde

B se considera L-mddulo via h

p P
B L
B(__..__— BQL?__—;'—" L
i
B L

i
i

sea U = {iB(f(a)) - iL(g(a)); a€A} y sea U el menor ideal de

BQL que contiene a U, se define H = B<QL/U.

En B L se da una estructura de M-algebra por

xo(b,y) = (xob,xey)
y esta se induce en H por
xo ((b,y) + U)= (xo(b,y) + U)
si p: BQL - H es el epimorfismo candnico se definen Fo= piL y
§ = piB y la terna (H,?,ﬁ) es el cuadrado casi cocartesiano de

fvyag.
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(3.3). Proposicién. Sean A, B, L, M, f, g y h como en la de
finicién (3.1). Si B se supone abeliana y la estructura de B co-

mo A-3lgebra via hg es trivial, entonces
u = {ig(f(a)) - i (g(a)); aeA}

es un ideal de BgL.

Demostracidon. Claramente U es un subespacio vectorial. Sean

(b,y)eB Ly (f(a)),g(-a))eu

[(b,y),(f(a),qg(-a)) ]

1]

([b,f(a) ] + yof(a)-g(-a)eb,[y,g(-a)])

[b,f(a) ] 0 ya que B se supone abeliana
yof(a) = f(yea) = f(h(y)e(a)
g(-a)eb = 0, por hipdtesis

[y,g(-a) ] = h(y)-g(-a) = g(-h(y)ea)

con todo ello
[(b,y),(f(a),g(-a)) ] = (f(h(y)oa),g(-h(y)ea))eu
(3.4). Proposicidn. En las mismas condiciones de (3.3) y si

9
—_—

L
‘Jf
H

—9 5

*
® e

un cuadrado casi cocartesiano, si g es un monomorfismo, entonces
a es un monomorfismo normal.

Demostracién. Aqui U = U ya que U es un ideal. Sea é(b) =0,
D(iB(b)) =0, (b,0) + U =0, de donde (b,0)eU entonces
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(b,0) = (f(a),g(-a))
de donde g(-a) = 0 y como g es monomorfismo, a = 0 y como
f(a) = b, se tendrd que b = 0. Por otra parte, es inmediato que

g es normal ya que g(B) es un ideal de H.

(3.5). Proposicidén. Sean A, B, L, M, f, g y h como en la
definicién (3.1). Si

g
—

L
J?
H

-9 3

-
e P

es el cuadrado casi cocartesiano de f y g, entonces existe un

isomorfismo de M-3lgebras q haciendo conmutativo el diagrama

Cc

A—3 > —9 cokerg
flL - ?l —c q
B —9 —>H ——g———>coker§

Demostracidn. De éc?g = 0 se deduce la existencia de un homomor-

fismo de M-3lgebras q tal que qgc = §°¥.

Por otra parte

h(x)eg (y) = g%(h(x)oy) = gIx,y] = [g°(x),g%(y)]

ﬁ
w——— >
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existe un homomorfismo de M-3dlgebra a tal que aé =0y a? = gc y

de la condicidn aé = 0 existe }: cokerg -+ cokerg, homomorfismo

de M-élgebras(tal que léc = q

cékerg

por la propiedad universal del cuadrado casi cocartesiano se

. - c
tiene qq = g , entonces

C -C
lgqg™ = 1g

—h!
]
el
]

[{e]

de donde 1gq 1. Ademas

-C b, -C
qlg” = qq = g

]
—_

de donde ql
(3.6). Proposicidn. Sea A —L>1L B> una sucesidn exacta
corta de M-algebras con A abeliana, h: C > M homomorfismo de
M-&lgebras verificando hp(x)ey = [x,yl y f: A > B un homomorfis
mo de M-&lgebras, B abeliana. Entonces existe una sucesidn exac

ta corta de M-3lgebras B ——» H —> C.

Demostracidn. Sea
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I <a

A L

er Fj{

B ———»H
el cuadrado casi cocartesiano de f,i. Aplicando 3.5

coker i = C coker i
(3.7). ProEosicién. Sean para i = 1,2 Ai’ Bi M-&lgebras abe
9i Pi
lianas Aif—J—% Li-——Lé Ci sucesiones exactas cortas de M-algebras
hi:Ci My fi: Ai - Bi homomorfismos de M-dlgebras verificando
hipi(x)oy = [x,y] para x,y pertenecientes a Li’ entonces
(BIXBZ)OAleZ(L]xLZ) = (BloA1LI)X(BZOA2L2)

donde 0 denota cuadrado casi cocartesiano.

Demostracidn. Consideremos los diagramas

A1xA2 > L1xL2 > C1xC2
B]sz -—————w‘>(leBz)OA1XA2(L]xL2)———PClxc2
A —> L > C
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A, > L, >c,
B, >80, Ly >0y

conmutativos a filas exactas por (3.6) y de ellos obtenemos

A XA —> L xL2 >C1XC

17772 2

g
B]xB2 ———————:>(B]xBZ)0A]XA (L]xLz) ———<>C]xC2

2
B xB, —> (8,0, L) Ji (B,0, L,) —-—V——>C]x02

A] 1 2 A2

de donde vu = g por la propiedad universal del cuadrado casi co-

cartesiano, entonces u es isomorfismo.

(3.8). Proposicién. Sean A, B, D M-dlgebras abelianas,

f: A > B, g: B > D homomorfismos de M-3lgebras A > P»¢ una

sucesidn exacta corta de M-algebras, h: C - M un homomorfismo de
M-algebras tal que hp(x)ey = [x,y] para x,y pertenecientes a L,

~

entonces DOAL = DOB(BOAL).
Demostracidn. Basta considerar los diagramas

g >

f

Al
B —— > BO0,L
ql
D
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A—3a 5

ot )

D ——>D0,L ——————>¢C

D ——> DOB(BOAL) —> C

y aplicar (3.7).
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