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TEORIA ERGODICA Y SIMETRIZACION

Francesc Bofill

ABSTRACT

We study the relations between simetrization
by a limiting process of probabilities and
functions defined on a metric compact product
space and their ergodic properties.

1. Introduccion.

La teorfa ergddica cldsica parte de un espacio de probabili-
dad (Q, B,P), de una funcién medible f de % en R y una transforma-
cidn T de 2 en @ que conserva la medida P, para estudiar las con-
diciones de convergencia, correspondientes a los distintos tipos

de 1imite, de la sucesidn de promedios fn=[f+f(T)+...+f(Tn-1)]/n.

Estos métodos se han aplicado al estudio de la simetrizacidn

de funciones segiln los conceptos siguientes:
(o]
Sea (Y, A4, P) un espacio de probabilidad tal que Y=1 Q es el
' i=1

conjunto de las sucesiones y=(w1,w .,wn,...) de elementos de

R

L>e]

un espacio £, 4= @ B y P es una probabilidad simétrica, es decir,
i=1

invariante respecto de todos los grupos Gn de permutaciones de

los primeros espacios factores.
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Si f es integrable en (Y, 4P) entonces la sucesidn, que gene

raliza la sucesidn de promedios,

d=1/n! 2 f(w

S flw,,...,w_,w e e W , W s eeel)
n 1 OeGh o (1) a(n) n+1

n’ n+1’°°

converge casi P-seguramente hacia una funcidn simétrica.

En el articulo [3] se estudia la simetrizacidn de probabili-

dades a partir del siguiente esquema:
[ee]

Sea =Y un espacio métrico compacto: Y= 1 Y; y C(Y) el con-
i=1
junto de las funciones continuas f de Y en R.

Dada una medida finita u en Y la medida S;u se define por la

propiedad de dualidad siguiente:
[ fds u = [ s fdu
y " y "

para toda feC(Y).

Entre los resultados que se obtienen en el articulo mencio-

nado [3] destacaremos los siguientes:

1. Sea P una probabilidad en Y. Si, para toda feC(Y),{Snf}
>

converge casi P-seguramente, (Snf f), entonces {S;P} converge

débilmente (S:P = P), y el limite P es una probabilidad simétri-
ca. El reciproco se demuestra si P=Py es una medida puntual que
asigna la probabilidad 1 a un punto ye€Y.

~

2. Sea Y un espacio finito. S:Py= Py si y solo si

* ~ B3
S Py:Y = Py:Y siendo {SnP :Y} la sucesidén obtenida por proyeccidén

Y ) Y ~
en el primer espacio. En este caso Py es una probabilidad indepen
diente.

En el presente trabajo generalizamos la propiedad reciproca
del primer enunciado a probabilidades independientes no necesaria
mente puntuales y la propiedad del enunciado segundo a espacios

métricos compactos cualesquiera.

En particular demostramos que si P es independiente la con-
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¥* A H
vergencia SnP = P se verifica si y solo si se verifica en el pri-

A
mer espacio, y, en este caso, P es independiente (Teoremas 2 y 1).

La convergencia casi P-segura de las sucesiones {Snf} hacia
una constante, para toda fe€C(Y), implica la convergencia débil de
{S:P} hacia una probabilidad indgpendiente 3 (Teorema 3). El1 re-
ciproco se establece cuando la probabilidad P inicial es indepen

diente (Teorema L4).

Como aplicacidn, si Q es una probabilidad en Y, T es una fun
cién de Y en Y ergdédica en el sentido clasico y conserva '‘la medi-
da, estudiamos la inmersion w > y(w)=(w,Tw,...,T w,...) de Y en
el espacio producto Y y la probabilidad P que esta inmersidén indu

ce en Y.

Dado que el proceso empirico acotado se obtiene a partir de
un punto y=(x1,...,xn,...)€Y, cuando Y es un intervalo cerrado
de R, podemos poner en evidencia que los teoremas anteriores cons
tituyen una generalizacidn a los espacios métricos compactos del
teorema de Glivenko-Cantelli y de los resultados obtenidos en[8],
destacando que la convergencia de la sucesidon de funciones de dis
tribucidn empirica es equivalente a la propiedad de convergencia

débi “po=p i .
ébil Sn y Py en el espacio producto Y

Finalmente, en el apartado 3, prescindimos de la hipdtesis

% A~

de independencia de P y caracterizamos la convergencia SnP = P,
cuando el limite P es independiente, en términos de convergencia

en probabilidad de las sucesiones {Snf}.

2. Simetrizacidon de probabilidades in-
dependientes. Probabilidades fuerte
mente ergddicas.

Si Fi designa el espacio de las funciones de C(Y) que depen-
den solo de la i-esima coordenada, una condicidn necesaria y sufi
ciente para que P, definida en Y, sea independiente es que, para

todo k&N. y para toda f1€F1,...,fk€Fk, se verifique
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[ fox...xf dP =f f dPx...x[ f dP
- k y ! vk

Estudiemos las propiedades de la convergencia débil de la su

cesiodn {S;P} cuando P es independiente.

Lema. Sea P=P1x...xan... una probabilidad independiente. Si exii

te uno de los limites siguientes existe el otro y

Vim [ s (f x...xf )dP=1im(f s f dPx...x[ s f dP).
n Y n Y Y

En general aunque P sea independiente, S:P no lo es. No obs-

tante la propiedad de independencia se recupera para el limite de
{s’p}.

n
Teorema 1. Si P=P]x...xan... es independiente y si S:P = P, en-

~
tonces P es independiente.

Demostracidn: Sea keéN. Sean f eF‘,...,f

! €F

KEF - Por hipotesis:

1o [ fxe.oxf dP=Tim [ f x...xf ds P=lim[ s (f x...xf )dP;
Y n Y n Y

2. [ fdfx...x [ FdP=(1in [ fdS"P)x...x(lim [ f ds'P)

Y Yy k n Y n Y
= lim(f s, fidPx...x [ s f dP),
n Y Y
y, segin el Lema,
fyf]x...xfde= J fidPx.xf £, dP.
Y Y

El dlgebra de funciones de C(Y) generada por los productos
finitos f]x...xfk, fieFi, con cualquier nimero de factores, es
densa en C(Y), de esta propiedad se deduce que Pn =F si y sdlo

si

f flx...xf

dP > [ fox...xf dpP
Y n Yy

k k
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.,f €er

se verifica para todo keN y para toda f]eF1,.. KEF, -
Por otro lado, si P:Yi es la probabilidad inducida por P en
la i~esima coordenada, dado i€N, se tiene, para n=i, (S:P);Yi

'=(P:Y1+...+P:Yn)/n.

Teorema 2. Si P=P]x...xan... es independiente entonces

* . - = . . . * A
(SnP).Y] (P]+...+Pn)/n Q si y sélo si SnP=FH

P=Qx...xQx... es la {nica probabilidad simétrica e indepen-

diente que induce Q por proyeccidn en cada coordenada.

Demostracidén: La condicidn S;P >p implica
[ fds’Pp > [ f dP
n
Y Y

para toda fGEH; en consecuencia (S:P):Y1=. E:Y].

Reciprocamente supongamos (S:P):Y1# Q. Sean f]eF1,...,fkeﬂ(

Dado que P=Qx...xQx... es independiente,

fox...xf d;= f dgx...xf f d;=f f.dox...xJ, f, dQ.
I_Y] k fyl y k Y]l Ykk

Por hipbtesis (S:P):Yi = (Q para todo i€N, Y, por tanto,

fylflde...xfkade=(l;me1fld(SnP):Yl)x...x(l;mfykfkd(SnP):Yk)

=l;m(fyf1dSan...xfyfdenP)=l;m(fYSnfldPx...xj}snfde).

Asi pues, segin el Lema anterior

j f]x...xf

dP=1im| Sn(flx...xf
Y n Y

)dP=1lim/ fox...xf

ds’ Py
k n Yy n

k k

S'P = P.
n



Francegse Bofill 130

Llamaremos fuertemente ergddica a toda probabilidad P en Y

que verifique la condicidn siguiente: Snf > f y f es casi

P-seguramente constante para toda feC(Y).

La aplicacidn a probabilidades puntuales del Teorema 1 permi
te recuperar inmediatamente, para el caso general, el siguiente

teorema establecido en [3] cuando Y es un espacio finito.

Teorema 3. Si P es fuertemente e}gédica entonces S:P = p y E=$y

A
casi P-seguramente. En consecuencia P es independiente.

Si yeY, la existencia de lim Snf(y), para toda f€F
n
la existencia de este lTmite para toda f€C(Y).

17 implica

Establecemos ahora el reciproco del Teorema 3 cuando P es una

probabilidad independiente.

Teorema 4. Si P=P]x...xan... es independiente y si S:P = 3 enton-

ces P es fuertemente ergddica.

A

Demostracidn: Es suficiente ver que Snf > f y f es casi

P-seguramente constante, si fEF].

La hipdtesis de independencia de P  implica que
f(yl),...,f(yn),... es una sucesidn de variables aleatorias inde-
pendientes.

Si

~ 2 2
En-fY fly )dP, .on-fylf(yn) Enl dp

son respectivamente la esperanza y la varianza de f(yn), entonces

para todo ne€EN.

2 2
S < <
Fay ) I, e I<ufr y o oo<bgfls

en consecuencia la serie
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y, segin el teorema de Kolmogorov,

/n ET[fly)-E1+ 0 (1
i=1

casi P-seguramente.
Por hipotesis S;P = 3, y
[ s fdp= [ fds P ¥ [ fdP;
Y Y y
ahora bien, dado que f€F1, Snf=(f(y1)+...+f(yn))/n. Es decir,
n. ~
1/n L E. > | fdP
i=1 ! h¢
y de (1) obtenemos

s f > F= [ fdp
¥

casi P-seguramente.

Comsecuencias y comentarios.

1. Sea Q una probabilidad en el espacio Y, y T una aplicacidn de
Y en .Y que conserva la medida, ergédica, en el sentido clésico,

respecto de Q.

La aplicacidn de las técnicas anteriores al estudio de la
inmersidn natural w - y(w)=(w,Tw,...,an,.;.) de Y en el espacio
producto Y y de la probabilidad P inducida en Y por esta inmer-

sidn, conduce a los resultados siguientes:

a) P es una probabilidad fuertemente ergddica.

Este resultado se obtiene por aplicacién del teorema ergodi

co puntual a las funciones de Fl'
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b) Q-§y(w): Y casi Q-seguramente.

A~

En efecto: En virtud del Teorema 3, S:P > P y P=$y es el limite
débil de {S;P} casi P-seguramente. Por otro lado, la condicidn
de conservacidn de la medida impuésta a T es equivalente a P:Y =Q

para todo i€N. En consecuencia, si keN y n=k, (S::P):Yk

=(P:Y1+...+P:Yn)/n=Q. AsT pues (S:P):Yk = Q, y segin el Teorema 2,

Q=F:Y. Es decir Q=Py:Y casi P-seguramente vy Q;Py(w):Y casi Q-segu

ramente.

c) Sea Y un espacio finito. Para cada weY, la sucesidn

{S:Py(w)} converge débilmente. Si ﬁy(w) es su limite, la probabi-

lidad F :Y es invariante y ergddica respecto de T. Reciproca-

¥ (w)
mente, segln b), toda probabilidad invariante y ergddica respecto

de T es de la forma P tY.
y (w)

d) Dado y=(y1,...,yn,...)eY, definimos la 6rbita de y por

fes]

8(y)=U {(y Y
n=1 o(1)

y ..);oeGn}.

al(n)’’'n+1 "

Si Q no se anula sobre los conjuntos abiertos, 6[ly(w)] es ca

si Q-seguramente densa en Y.

2. a) El Teorema 3 constituye una generalizacidén a espacios mé-
tricos compactos del teorema de Glivenko-Cantelli, que se obtiene

como aplicacién al caso particular Y=[0,1]. En efecto:

Sea Y=[0,1], Q una probabilidad en Y y F(x) la funcién de
distribucidén de Q. La funcidén de distribucidn Fn(x,y) de S:Py:Y
coincide con la funcidn de distribucién empirica de orden n al

realizarse la experiencia y=(yl,...,yn,...)eY.

La probabilidad P=Qx...xQx... es simétrica e independiente
y por tanto (cf.[3]) es fuertemente ergédica. El Teorema 3 afir-
ma que, casi P-seguraTente, S:Py = P; condicién, segin el Teore-
ma 2, equivalente a S;Py:Y = Qvy aF (x,y) » F(x) para todo pun-

to xel0,1] de continuidad de F(x).
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Un razonamiento standard amplia la validez de este resultado
a toda la recta real y establece que la convergencia casi P-segqgu-

ra anterior es uniforme en R.

b) Andlogamente una aplicacién del Teorema 4 a Y=[0,1] repro

duce una generalizacidn del resultado a) anterior establecida en

{81:

Sea P=P,x...xP x... una probabilidad independiente en Y. Su-
pongamos (P1+...+Pn)/n=(S:P):Y =Q, v sea F(x) la funcién de dis-
tribucidn de Q. Entonces S;P = Q=0x...xQx... Segln el Teorema &

%
P es fuertemente ergddica y, casi P-seguramente, snP = Q; en con

Y
secuencia Fn(x,y) > F(x) para todo punto x€[0,1] de continuidad

de F(x) y casi P-seguramente.

No obstante, el siguiente contraejemploilustra que, en este
caso, la convergencia casi P-segura anterior no es necesariamente

uniforme en [0,1]: Sea

I n-1
yo —(o’b’g"‘..’zﬂ s o

P=pP es independiente y, siendo (n-1)/2n > 1/2, (S;Py )Y

=P ..
Y, o 1/2
Si F(x) es la funcidn de distribuxién de P se tiene Fn(l/Z,yo)=l
y F(1/2)=0.

3. Probabilidades debilmente ergddicas.

La sucesion {Shf}, fec(Y), es equiacotada por la norma de f.
Por tanto son también equiacotadas las sucesiones {|Snf|p}, 1< p<oo,
propiedad que implica su equiintegrabilidad. Asi pues la conver-
gencia en probabilidad de las sucesiones {Snf} es equivalente a

su convergencia en Lp, 1< p<e,

Estudiamos ahora la relaci6n entre la condicidn S:P =P y

A
P es independiente, y la convergencia en probabilidad segin P de
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las sucesiones {Snf}.

Diremos que P es débilmente ergddica si Snf f y f es casi

P-seguramente constante para toda feC(Y).

Lema. Si f1€F ..,fkeFk y si Snfi > f., i=1,2,...,k, entonces

1°°
Sn( ]x...xfk) > f1x...xfk.

Teorema. Si P es débilmente ergddica, S:P: P y P es independien
te.

1

Demostracién: Por hipétesis, si feC(y), Snf E» ¥ y, por tan-

to,

[ s £ dP > [ f dP.
n
Y Y
Por otro lado, toda sucesidon de probabilidades en un espacio
métrico compacto admite una subsucesidn débilmente convergente.
Asi pues existen i‘<i2<...<in<... y una probabilidad P tales que
s. P =Py
n
['s. f dp= [ f ds.
y ! Y :

P> f dp
n Y

n

La sucesidén convergente {]stf dP} tiene el mismo limite que

la subsucesidn {f s; f dP}, es decir,
Y 'n

[ f ds’p= [ s f dp »f f dP
Y n y " Y

y esta relacién implica S;P = P.

A
Veamos que P es independiente. Sean f]eF],...,fkeFk.

/ flx...xfde=limf Sn(f]x...xfk)dP.
Y n Y

Segin el Lema, dado que por hipdtesis fl""’?k son constan-
tes,
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Tim [ s (f x...xf )dP= [ f ox...x f_dP
n Y Y

= f fidPx...x [ F dP= [ f dPx...x[ f dP,
¥ Y ¥ ¥

por tanto

f fox...xf d;=f f dgx...xf f ds
y ! k y ! y K

~

y P es independiente.

Para establecer el reciproco de este teorema necesitaremos

el siguiente

~

Lema. Si S;P = P, P es independiente y feF entonces

] b
Vim [ (s _f)2dp=(1im/ s _f dP)2.
n yon
n n
Teorema. Si 5:P = P y P es independiente, entonces P es débilmen

te ergddica.

Demostracidon: Sea feF]. P es una probabilidad simétrica e

independiente. En consecuencia es fuertemente ergddica (cf.[3]).

AsT pues

a) s f > f=k casi P-seguramente,

b) f f dp= f.f dP=k, es decir
Y Y

lim [ S (f-k)dP= [ (f-k)dP = 0,
n y " Y

y, seglin el Lema,

Iim[y(snf-k)z

. 2 . e 2
i dP=I|mfylSn(f-k)] dp=[1.mjy s, (f-k)dP]® = 0.

n n
L2 P
En consecuencia, Snf > k vy Snf + k.
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