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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS
ECUACIONES DE LA TERMOELASTICIDAD
GENERALIZADA.

~A. Falqués

ABSTRACT

In this paper it is first shown that the li-
near evolution equations for a generalized
thermoelastic solid generate a C, semigroup.
Jext an analysis of the long time evolution
behoviour yields the some results known for
classical thermoelasticity: generically, the
natural state ©s asymptotically stable.

1. Introduccion.

El hecho de que cualquier sistema fisico '"abandonado a si
mismo' cerca de un estado de equilibrio estable tienda en su evo
lucidén a dicho estado de equilibrio, parece una consecuencia na;
tural de la existencia de mecanismos disipativos, que suelen con .
vertir la estabilidad en estabilidad asintdtica. Se ha pensado
a menudo que el acoplamiento termoeldstico podia inducir uno de

tales mecanismos, y en este sentido C. Dafermos en 1968 [1] y
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posteriormente otros autores [2], [3] han investigado el proble-
ma de la estabilidad asintdtica para las ecuaciones de evolucidn
de la Termoelasticidad Lineal. Para un cuerpo libre de influen-

cias mecanicas y térmicas exteriores a distancia -fuerzas y fuen
tes térmicas por unidad de masa-, cuya frontera se mantiene fija
y a una temperatura uniforme constante, se obtiene que la tempe-
ratura tiende siempre a la de equilibrio mientras que, genérica-
mente, los desplazamientos y velocidades tienden a cero cuando

el tiempo tiende a infinito; sin embargo, existen situaciones pa
ra las cuales el movimiento tiende asintoticamente a una oscila-
cion de cizalladura, isbécora, isoterma, né amortiguada. Estos re
sultados indican que en la Termoelasticidad Clasica Lineal el me
canismo disipativo es '"'débil! comparado, por ejemplo, con el ca-
so en que se incluyan efectos de memoria mecdnica [4], donde se

obtiene siempre estabilidad asintdtica del estado de equilibrio

estable.

Por otra parte, en el marco de la Termoelasticidad Clasica
la ecuacidn del calor para un sdlido rigido isétropo y homogéneo

es la ecuacidn clasica de difusidn
2 .
k v°¢ = pco , (1.1)

ecuacidn parabdlica, que permite la propagacidn de perturbacio-
nes térmicas a velocidad infinita. La propagacién instantdnea

del calor no solo es inadmisible.desde un punto de vista tebrico,
sino que en algunas situaciones se han podido medir velocidades
finitas de propagacidn de pulsos térmicos o '"Second Sound Waves"
[5]. De aqui partieron a finales de los afios sesenta toda una se-
rie de intentos de modificar el modelo clisico de la conduccidn
del calor [6], [7], [8], [9]. Estas nuevas teorias han dado lugar
a generalizaciones de la Termoelasticidad, en cuanto a que unas
modifican la ley de Fourier, que es una de las ecuaciones consti-
tutivas de la Termoelasticidad Clasica Lineal, y las otras utili-
zan una desigualdad de produccidn de entropia distinta de la de
Clausius-Duhem [10], [11], [12], [13], [14].
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El objetivo principal de este trabajo es investigar si para
el caso de la Termoelasticidad Generalizada, en la versidn de
Green y Lindsay [13], se obtiene un comportamiento asintdtico di
ferente del obtenido en el caso clédsico. El resultado es que tam
bién para algunas combinaciones no genéricas de constantes mate-
riales y configuracidén de referencia los movimientos se compor-
tan asintdticamente como oscilaciones no amortiguadas, exactamen
te igual que en la Termoelasticidad Clasica Lineal. Este resulta
do es extensible a la Termoelasticidad con efectos de memoria en

el flujo de calor [14], [15].

En el segundo apartado introducimos la terminologia y nota-
cién empleadas. En el tercero planteamos el problema de valores
iniciales y de contorno para las ecuaciones dinamicas linealiza-
das de la Termoelasticidad Generalizada. En el cuarto estudiamos
este problema mediante la teoria de los semigrupos de operadores
de evolucidn. Finalmente, utilizando un método de Dafermos vy
Slemrod [16], [3], en el marco de la topologia dindmica, analiza
mos el comportamiento asintdtico de las soluciones del problema

de evolucidon mencionado.

2. Notacidn y pre-requisitos matemdticos.

Consideramos un sdélido que identificamos con la regidn Q

que ocupa en una configuracidn de referencia fija que tomamos co
mo estado natural. La regidn 2 CR"(n=1,2,3) se supone un conjun-
to acotado, abierto y conexo, con frontera 9, al que es aplica
ble la férmula de Green-Gauss. Respecto a un mismo sistema de re
ferencia cartesiano, XK y X denotan las coordenadas‘dé un pqnto
material en las configuraciones de referencia y actual, respecti-
vamente. Emplearemos la notacidn: Bf/axi = f,i , Y asimismo un
punto representard la derivada material respecto al tiempo:

df/dt = f. Para los escalares, vectores y tensores de orden su-

. n . 2 NP - -
perior en R se utilizarada la notacidn intrinseca f, v , T , o
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bien la notacidén de componentes f , Vi o Ti . referidas al
RN
sistema cartesiano mencionado. Asimismo se tendrda en cuenta el

convenio de suma sobre Tndices repetidos.

Dados dos tensores de orden m se denotard su producto esca-

lar mediante

y el mdédulo de un tensor mediante:

/2 _ (1. T,

[T] = (T.7) ;
poeein g

Dado, por otra parte, un campo cualquiera ﬁ(?,t) abreviaremos sus

integrales sobre el dominio fnﬂ(f,t) dX ..an, y sobre la fronte

=
ra fagﬂ(i,T) dS, por fﬂﬁ y IBQﬂ' respectivamente. En el espa-

cio €7(Q) se define el producto escalar
m
<Blv>g = T [ 8 VL ’
y la norma asociada

_ /2 _ "
18, = (<o) 175 = (28 B :

donde se ha empleado la notacidon usual de multiindices para las

derivadas, y se denota por Hm(Q) y HS(Q) la completacidn de
() vy C:(Q), respectivamente, mediante la norma introducida.

. o 2,1/2
= = < > =
Obviamente, tenemos H (Q) LZ(Q) y ”ﬂ"o (fQ g°) ,<8lv Ofgﬁ&
Estas definiciones se pueden generalizar al caso de campos de or-
den tensorial cualquiera p > 0 sustituyendo producto de nimeros

por el producto escalar de tensores en un punto.
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3. ET1 problema de evolucidn linealizado.

La teorfa de Green y Lindsay para la Termoelasticidad [ 13]
parte de la sustitucidn de la temperatura absoluta por la tempe-
ratura termodindmica # [9] en 1a desigualdad de creacién de en-
tropia
Q

K
)

o r
P P gt (3—

o =0, (3.1)

, K

donde P, es la densidad en la configuracidon de referencia, n la

->
entropia especifica, r la fuente térmica por unidad de masa y Q

el vector flujo de calor, y de unas ecuaciones constitutivas

T = T(E,e,é,ve,po,i)
4 = §(e,0,6,v0,0_,%)
n = n(E,e,é,ve,po,Y) (3.2)
g = ﬂ(E,o,é,ve,po,Y)
p = w(e,e,é,ve,po,i)

donde T es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff, E el
ﬁensor lagrangiano de deformacidn y yY=ec-#n la energia libre espe-
cifica de Helmholtz. La exigencia de que todo proceso x = x(X,t),
0 = O(?,t) debe verificar la desigualdad (3.1) impone, en la for-
ma standard [13], una serie de restricﬁiones y relaciones entre

las magnitudes que interviengn en las ecuaciones (3.2), que vamos
a recordar {lnicamente para el caso de pequefias deformaciones y pe

quefias desviaciones en temperatura.

Si se toma como configuracion de referencia un estado natu-
ral, es decir, un estado libre de tensioneé y cuya temperatura es
constante y uniforme, y se desarrollan §y y # en serie de Taylor
en su entorno, eliminando términos de orden superior al segundo,

se obtiene
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) i o d a2 L f 2 .
PV = Po¥s a(B+a 8) 3 6 e 66 3 6% + ubie,i9+a”36+wﬂEik+
o 1
= 9 — .
K%t 7 Skt ke (3.3)
. . ~ .2
§ =6+ 0 +ab+ BEO+ - B (3.4)
donde 6 =0 - 90 es la desviacidn en temperatura respecto a la
del estado natural, E.. = l(u. .+ u., .) es el tensor de deforma-
ij 2 70, Jsi
cidn linealizado, vy U = X - XK el vector desplazamiento. Apli-

cando las restricciones y relaciones mencionadas que impone la

desigualdad de entropfa, a partir de (3.3) y (3.4) se obtiene

i1 " Sijrsfrs * 2;;(0+ 08) (3.5)
PN = a + dé + ho - bie’i-aaiJ.EiJ. (3.6)
a; =0 (b8 + kije’j), (3.7)

donde, Tij es el tensor de tensiones de Cauchy vy q; el vector flu
jo de calor. La desigualdad de entropia (3.1) queda reducida a
(151

7':é2

g

+ 2bT99 + k..86 .6 >0, (3.8)

5 0 ij .0 ]

siendo 0" = 0ad + b0, - h, b, =b, + + k..0 .
i i i 2 Cij o,

introduciendo (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) en las leyes de

balance [13], [15], y eliminando términos no lineales se obtienen

Finalmente,

> > -
las ecuaciones de evolucidn para u{x,t) y 6(x,t):

he = (kije’j)’i' de + Zbie’i + aijui,j (d = d -bi,i)
o (3.9)
o . +
poui (Cjirsur,s + aji(6+ae))’j , (x,t)€EQxR
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a las que se afiaden las condiciones de contorno
u (X,8) =0, e(X,t) =0 (,t) e aaxR” (3.10)

y condiciones iniciales

ui(z,o) u‘l?(:) i, (X,0) ‘v‘;(:«) Xeq. (3.11)

0 (x,0) = 8°(X) §(x,0) YO (%)

Puesto que vamos a estudiar el problema de la estabilidad asintd
tica del estado natural (ui= 0, 6 = 0) se han tomado nulos los
términos de accidén exterior a distancia, y se han elegido las
condiciones de contorno (3.9) que expresan el hecho de que se man
tiene la frontera inmbévil y en contacto con un bafio térmico a la

temperatura del estado natural, eo. En estas condiciones el cuer

po evoluciona '""abandonado a si mismo'", y precisamente bajo ellas
la solucidén de equilibrio de las ecuaciones (3.9) es el estado
natural, u, = 0, 6=0.

4. Existencia y unicidad de Ta solucidn.

Vamos a estudiar, en primer lugar, la existencia y unicidad
de solucidén del problema de evolucidn (3.9)-(3.10)-(3.11), plan-

tedndolo como un problema abstracto

dwlt) _ poy(r) (4.1)
d t
w(0) = W,

en un espacio funcional de estados adecuado, y utilizando el mé-

todo de los semigrupos de operadores lineales acotados [171,[18].

Consideraremos que el sdlido es en general inhomogéneo y

anis6tropo, y que ocupa en la configuracidon de referencia un do-
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. n . .
minio QCR , regular y acotado. Los coeficientes de las ecuacio-
nes (3.9) son funciones de ;éQ, que supondremos medibles en el

sentido de Lebesgue y esencialmente acotadas en {i. Asimismo, con

sideraremos también que a P bj i aij . son esencialmente
acotados. Supondremos las simetrias
Sijkr T Skrij T Sjike Kiy T Ky 24y T 2 (4.2)
y las acotaciones
inf es p(;) > 0 inf es h(x) > 0 inf es d(X) >0 (4.3)
v Q 9)
donde d = d + bi P Supondremos ademds que existen constantes
c >0, k > 0 tales que
[ < u, .u c [ u u VzeHl(Q) (4.4)
g iikreti Mk, P> g Beitind PR
. 1
. >
ijije’ie’j >k er’ie’i voeH (Q), (4.5)
inf es OK(;) > % sup es b?(;)b?(;). (4.6)
Q Q i i

Todas estas condiciones son usuales en la Termoelasticidad Clasi-
ca salvo, naturalmente, (4.3.2), (4.3.3) y (4.6), que afectan a
los nuevos coeficientes. La primera de ellas es necesaria para
tener una velocidad de propagacidn de las ondas térmicas real y
finita [19], [15], mientras que la segunda equivale a un calor
especifico a volumen constante definido positivo [15]. No es di-
ficil ver que la condicidén (4.6) es suficiente para la verifica-

cidén de la desigualdad

[ ¥ e? 4 2b,86 .+ k, .8 0 . > §f 62 +o

Q i ij .0 ,] 0 ,i% i (4.7)

iv,i
para cierta constante &>0, y para todo par de campos SeLZ(Q),
eeH;(Q) [15]. E1 integrando del primer miembro no es mas que la

creacién de entropia (3.8), que segin el Segundo Principio de la
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Termodinamica debe ser semidefinida positiva. La desigualdad
(4.7) es fundamental para demostrar la existencia y unicidad de
solucidn del problema de valores iniciales y de contorno, asi co
mo para la estabilidad asintdtica, de la misma forma que la des-

igualdad (4.5) lo es para la Termoelasticidad Clasica.

Vamos-ahora a expresar el problema dindamico (3.9)-(3.10)-
(3.11) en la forma abstracta (4.1). Para ello consideremos como

espacio de .estados (6,3,6,3) el espacio de Hilbert

X = Hl(Q)xH;(Q)xLZ(Q)xLZ(Q) dotado con el producto escalar

RIS IR ..
<(e)u)e’u)|(‘p’v"p,v)> - S[l QUiVi + Cijkrui,jvk,r

h ] ; - g
+ é a(e+“ 9) (p+ayp) + kije’iw’j bi(e’i¢+e¢,i) ML (4.8)
Bajo las condiciones (4.2) a (4.6), la forma bilineal definida

por (4.8) no solo es un producto escalar en X, sino que propor-
ciona una norma equivalente a la norma usual en el espacio de
Hilbert Hl(Q)le(Q)xLZ(Q)xLZ(Q). Este Gltimo resultado se apoya
en la existencia de una constante ¢ > 0, tal que para todo par
Y,;eLZ(Q)

f 0Y2+ 2b.z.y + k. .z.2,. > cf Y2+z.z.,
a iTi ijoiv] Q iTi

0

donde o= g - boa . [15].
’
Observacidn. Notese que el cuadrado de la norma asociada a
este producto escalar es la extension al caso que nos ocupa, de
la "energia libre candnica" [20]:

I Co,d0, D2 = [ p(3 uu,+ y+ (8- 8 )n).
Q

Ahora adoptamos la notacidn u = 7, 8 = v, y en el espacio X

definimos los operadores
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> _l _ 1_
(€)= Slegjuy ) Qo)) = =(a j0) |
L6 = ~(k..0 .) . (RY). = “(oa,.y) (4.9)
homijo, 0,0 J pr i,
My = l(2b Yy .- dy) sv = La v
h o2 it, i h Tijoi,] ’
con lo cual nuestro problema de valores iniciales y de contorno

(3.9)-(3.10)=(3.11)

> >
(esu’Y’V), Wo

w

se expresarad en

o -0 o]
s U

(b.1),

yY V) y el operador de evolucidn A

la forma donde

vendra dado por

Gl 0 0 I 0O 6
u o o o 1| (3
A ¥ =1L o M s . (4.10)
v Q C R O v ,
con dominio D(A) = {w = (e,z,y,V)eX|AweX, w=0en 3 Q}. Vamos,
finalmente a demostrar la existencia de semigrupo para el proble

ma (3.9)-(3.10)-(3.11).

El operador definido por (L.10) Qenera un semi
1 1,.
Ho () xH (@) xL, (@) xL, (Q) .

Teorema 4.1.

grupo Co de contracciones en X =

Demostracidon: De acuerdo con el teorema de Lumer-Phillips

[17]1 un operador A genera un semigrupo Co de contracciones en X,

espacio de Hilbert real, si y solo si:

1°) D(A) = X,

2?) <Aw|w><0 , para todo weD(A),

32) R(AI-A) = X, para cada )A>0.
La verificacidén de la primera condicidén es obvia a partir de la
definicidn -de D(A), vy

integrando reiteradamente por partes,

la segunda se obtiene mediante un sencillo

cadlculo, haciendo uso de
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la féormula de Green-Gauss y de las condiciones de contorno, y

aplicando la desigualdad (4.7).

Comprobemos la tercera condicidn. Para ello hay que probar
que dados X >0 y w = (e,ﬁ,y,V)eX, existe w =(6,3,Y,7)€D(A)
tal que

AI-Aw=w , (4.11)

que de acuerdo con (4.9) y (4.10) se escribe:

(kije,j),i + 2>\bi6’i + Aaijui,j - A{(Ah+d)® = - h Y
(4.12)
2 = -

(Ckirsur,s + (I+Aa)aki9)’k-k pu; = pfi ’
siendo

(" Y 0 6

= A + A ~ - Fla >

> 5 5 5

f v u u
con

. . . > 1 1 .
Entonces, multiplicando el sistema (4.12) por (¢,y)€H0xHo arbi-

trario (por comodidad de notacidén escribimos L LZ(Q), H;=H;ﬂn,

2 =
sobreentendiendo el dominio @), integrando sobre @, definiendo
el producto escalar

-> > *
<(9,U)|(‘P,Y)>] - sf) kije,i‘p,.j + cijkru;’jyk’r N (li.l3)
e introduciendo
E(w,y) = 2x(b,e) . + (1+xa)a, .y, ; + A(Ah+d)w (4.14)

-> 2
z.(o,y) = X(aijw)’j+ ATy ,
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se obtiene

-> -> = -> > -> ->
Ao u) [eLy) >y o+ <(8,u) [(8.2) > = <(hb,pf) [(#,y)> . (4.15)
1 1
Los productos escalares usuales en szL2 y en HOxHo se represen-
tan por <.|.>O y <.].>], respectiQamente. E1l producto escalar de

finido por (4.13), como consecuencia inmediata de las hipdtesis
sobre los tensores Cijkr y kij’ proporciona una norma equivalen-
te a la usual en H1XH1.

oo

Por otra parte, aplicando el teorema de Riesz-Fréchet y la

compacidad de la inyeccidn de Hl en L2, no es dificil demostrar
la existencia de un operador lineal continuo P:szL2 e H;xH;,
que restringido a Hle; es compacto, y tal que

> > > > 8 - ES
<(9,u)!(€(¢,y),2(ap,y))>o = <P(:)|(w,y)>] , (L.16)

> S 5
para todo ( ,y)eHOxHO, donde (£,z) viene dado por las férmulas

(L.1h4) [15].

Ademis, para cada (w,?)eszLz, existe (wi?')GHlel, Gnico,

> 1 1
tal que para todo (w,y)eHoxHo, se cumple
= > -> %
<(hy, o) [ (0,y) > = <) | (g,y) > (4.17)

En efecto. Para cada (w,?)eszLZ,

m(2,y) = <(hv,pf) | (0,y)>

define un funcional lineal continuo sobre H;xH;, puesto que

[mGe,y) | < oFI oy < el (0P TG, )1

y en virtud del teorema de Riesz-Fréchet, existird un (y! ?WeH;xH;
Gnico, que verifica (4.17).
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Ahora; de acuerdo con (4.16) y (4.17), la ecuacién (4.15)
se expresara

(.7

D<@ D],y = <wFole. ], (4.18)

y tendremos que (9,:) es solucidén de (4.12) si (4.18) se verifi-

> .
ca para todo (¢,y)€H;xH;, es decir si

9 g '
) = G, | (h.19)
u
. > * 1 1 . .
siendo (9,u), (wif')eHoxHo. Finalmente, por ser el operador A di-
sipativo, es facil comprobar que (4.19) admite solucidn Gnica. En

consecuencia, en virtud del teorema de la alternativa de Fredholim,
puesto que P es lineal y compacto, quedé probada la existencia de

(e,u)eHle; solucién de (4.19), y por tanto, la existencia de

> > > -> ~ 5 1 1
w = (0,u,Y,v)eX, con (Y,v) = A(O,u) - (G,U)eHoxHo y tal que se

cumple (L4.11), como queriamos demostrar.

La existencia de semigrupo significa que el probliema (3.9)-

(3.10)-(3.11) admite solucidn Gnica
w(t) = T(t)w ,

donde w(t) = (6(..t),u(.,t),8(.,t),u(.,t)),

. > . =

woo= (90(.),uo(.),eo(.),uo(.)), y los operadores T(t) son linea-
les y continuos. Esta Gltima propiedad implica, obviamente, la
dependencia continua de la solucidn respecto de los datos inicia-

les.

Observacidon. Un caso particularmente singular lo constituyen
aquellos materiales para los cuales g =0 vy Va= 0. En este caso
se recupera la clasica ley de Fourier para el vector flujo de ca-
lor q; = _eokije ., y la desigualdad de creacién de entropia (3.8)

s J .
puede escribirse qie i< 90092, que si O= 0, se reduce a la des-
, .
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igualdad clasica qie i< 0.

Para este caso la condicién (4.6) se reduce a ianes 0*> 0,
que es innecesaria. En efecto, en tal caso es facil reconstruir
todos los fazonamientos expuestos, suponiendo, simplemente 0*2»0,
tal como exige 1a desigualdad de produccién de entropfa (3.8).
Por tanto, si b =o y Va = 0, se puede eliminar la condicidn
(4.6), y la existencia de solucidn en HC])xH:)xszL2

mas condiciones que las usuales en la Termoelasticidad Clasica,

no requiere

las que se derivan del Segundo Principio, y la Hiperbolicidad

del sistema de las ecuaciones de evolucidn.

5. Comportamiento asintdtico.

Vamos ahora a estudiar el comportamiento asintdtico de las
soluciones del problema dindmico (3.9)-(3.10)-(3.11), a fin de
analizar la estabilidad asintdotica del estado natural 3 = 0,

6 = 0. Para ello aplicaremos ciertos resultados de la teoria de
sistemas dindmicos, por lo cual comenzaremos por recordar breve-
mente la terminologfé clasica de la topologfa dinadamica [161,[3].

Supongamos que el problema dindmico
d .
—7 w(t) = Aw(t) w(0) = x (5.1)

en el espacio de Hilbert X admite por solucidén un semigrupo fuer

temente continuo de contracciones w(t) = T(t)x, y que el {nico

punto fijo es el origen w = 0. Se llama O6rbita de xeX a

y(x) = U T(t)x y conjunto w-limite de x a w(x) = N y(T(t)x).
t>0 =0

Un conjunto cualquiera BCX se llama fuertemente invariante res-

pecto a T si para todo te€R, T(t) es homeomorfismo de B en B, de
tal forma que la restriccidén de T(t) a B es un grupo. El conjun-

to B CX se llama equi-cuasi-periddico respecto a T si es fuerte-

mente invariante y para todo € > 0 existe re > 0 tal que todo in

tervalo real de longitud re contiene un t tal que ||T(t)x-xll < €
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para todo xeB. A continuacidn citamos directamente de [3] unos
resultados de Dafermos y Slemrod que aplicaremos a nuestro pro-

blema:

Si para xeX, Y(x) es compacto en X, entonces:

1?) w(x) # 6, es conexo, compacto, minimo, equi-cuasiperiddico
respecto a T, y T(t)x if::> wlx).

.

2%) w(x) estd sobre una esfera centrada en el origen, y Oeco w(x).

32) Existe un grupo lineal T de isometrias, definido en el subes
pacio HCX, envoltura lineal cerrada de co w(x), que coincide

con T sobre co w(x).

Si ademas x€eD(A):

4%) co w(x) CD(A) y Aw(x) es compacto, minimo y equi-cuasiperid-

dico respecto a T.

52) El generador infinitesimal A de T es un operador lineal que
coincide con A en co W(x).

Ademas, si (I-A)-1 es un operador compacto, entonces para

cada x€X, Y(x) -es precompacto.

Como consecuencia del teorema citado, aplicando la teorfia

de funciones cuasiperiddicas, para cada vew(x) existirda una serie
' iA

T(t)v ~% e'"k%

K k

queAaproximarS uniformemente a T(t)v, siendo»¢keH, autofunciones
de A con 'valor propio ilk imaginario puro, es decir,
~ ¢ _ .>\ ) ) ) .
A RN (5.2)

Por tanto, para cada xeD(A), w(x) = {0} si y solo si la ecuacién

(5.2) admite Gnicamente la solucién nula.

Para poder aplicar este método a nuestro problema convendra
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comprobar, Gnicamente, que el Unico punto fijo es el origen:
A_]O = 0, y que el operador (I-A)_] es compacto. Es inmediato de

mostrar la primera condicidn. Veamos la segunda.

Lema 5.1. El operador (I-)f\)-1 dado por (4.9) y (L4.10) es

compacto.

Demostracidn: Sea B = (E 2). Utilizando el teorema de Riesz-
Fréchet en un razonamiento anidlogo al empleado en el teorema 4.1
es facil demostrar que R(B) = LZXLZ'

Como resultado previo, veamos que el operador

-1 1
B : L2xL2 > HOxH

te, por ser A-10

; es compacto. Desde luego el operador B_] exis
- (m) =(m) L.
= 0. Sea {(y ,Z )} una sucesién acotada en

L,xL y {(e(m),ﬁ(m))} la sucesién dada por

2772’

gm\ [ m

m)) T s (m)

(5.3)

Hay que demostrar que (e(m),ﬁ(m)) tiene una subsucesidén conver-
1.1 . . .
gente en HOxHO. La primera de las ecuaciones que se obtiene al

desarrollar (5.3) es

(m) {m)

L6 =y (5.4)

Como consecuencia de las hipotesis sobre el tensor kij’

<9|¢>T = ~<L6|¢>0, define un producto escalar con norma asociada
equivalente a la usual en Hl, y a partir de (5.4) obtendremos,

para cada WEH; <¢(m)|¢>o = -<6(m)|¢>?, de donde

(m) 1 ,0*) = (m) (m) -
l<o™™ o> = f<p ™ o> | <y ™I el < die

por ser {w(m)} acotada en L Tenemos, por tanto,

2

1 -
|<e(m)|~p> | < clivll ,  ¥YmeN , ¥y eH . (5.5)
1 o o
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{m)

Ahora bien, si para cada meN se elige v=0 , tendremos
o™i 2< cpet™y (5.6)

Pero por otra parte,

(m) ( (m)

o™i < o™y < crnet™uy (5.7)

I,

donde c' es otra constante positiva, y se obtiene finalmente

He(m) C <t (5.8)

(

es decir, {8 m)} es acotada en Hé. Entonces, por la compacidad

de la inyeccidn de H; en LZ’ existe una subsucesion {e(mj)} con-

vergente en L se

2" Ademds, puesto que L(G(m)— e(p))=w(m)_w(p),
verifica

<o ™o P o <y My Py e < 2enen, (5.9)

para todo ng; y para todo par m,peN, y tomando ¢=6(mk)-e(mj),

m=m, , p=mj, se llega a

e (™) -e(mj)ll;°2< 2¢ 56 (™M) g mj) lly - (5.10)
(m )
Como la subsucesidn {6 } era convergente en LZ’ la desigualdad

(5.10) permite concluir que también es de Cauchy en H;, y por

tanto convergente en Hl.

Hasta aqui se ha comprobado que L-1 es compacto. Pero para
la segunda ecuacidén que se obtiene al desarrollar (5.3) se tiene

(m)

Cg(m)= ;(m)_ Q6 )

siendo la sucesidon del segundo miembro acotada en L y de forma

2)
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(m)

- > . . -
totalmente andloga se prueba que {u } tiene-una subsucesion

convergente en Hé. En consecuencia, B es compacto.
. . . =1
Vamos a demostrar, finalmente, la compacidad de (I-A) .

Sea {J(m)} = {(8(m)’§(m)’;(m)’§(m))} acotada en X=Hle;xL xL, .

2772
. 1~
Hay que probar que {w(m)} = {(1-A) w(m)} tiene una subsucesidn

convergente en X. Al desarrollar esta Gltima igualdad tenemos

e(m)_Y(m) - g(m)
S(m) _z(m) _ 3(m)
(m) (m) (m) = (m)
- 6 Y _ Y _ (Y
B(:(m)) + (C( )) F(z(m)) (ﬁ(m)) . (5"]])
Puesto que A genera un semigrupo Co, (I-A)—1 es acotado, por lo
(M oy

cual la sucesidn {w } estd acotada en X y la sucesidn

te(m Tmy, ! (v(m My

lo estd en HoxHo. En consecuencia, {
estd acotada en H;le y tendrd por tanto una subsucesidn conver-
. -> .
gente en L2xL2, {(Y(m');v(m'))}. La Gltima de las ecuaciones de

las ecuaciones (5.11) puede escribirse

(m.) (m;) (m,) ~m;)
2 _ (v ] i

B(_)(mi)) - (+(mi)) F(Z(mi)) (_Z(mi)) ()
u v v _ v

donde todo el segundo miembro estd acotado en LZXLZ‘ Puesto que
(mj) 5(m;)

B es compacto, existirid, en consecuencia, { (8 )} suce

sion parcial de {(e(mi),J(mf))} que es convergente en Hle;, y
. . A . ~ . A .
segin lo dicho anteriormente, {w(mJ)} = {(e(mJ),ﬁ(mJ),Y(Wﬂ,¢(mﬂ)},

. s m: -
subsucesion de {w( ')}, es convergente en X, como queriamos de-

mostrar.

Ahora, como corolario del teorema de Dafermos y Slemrod enun
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ciado-al principio del apartado, obtenemos el siguiente teorema,
que describe el comportamiento asintdtico en el entorno de un es

tado natural:

-
Teorema 5.2. Sea W= (GO,ZO,YO,VO)GD(A), y

T(t)wo = (S(t),Z(t),Y(t),v(t)). Se verifica entonces que en cual-

quier caso

1 .
e(t) mo en HO’ Y(t) t—_)jo en L2

Ademi3s,

> 1 -

ul(t) E:;?O en Ho’ v(t) ?:;?0 en L2 ,
si las ecuaciones

(c u ) + szu =0 i=1 n

kirs r,s’ ,k i
a..u., . =0 i ;eQ
o (5.13)
u; = 0 i=1...n xedqQ

admiten Gnicamente la solucidn nula, U= 0.

Demostracidén: De acuerdo con el lema anterior, estamos en
las condiciones del teorema de Dafermos y Slemrod, y el comporta-
miento asintdtico vendrd caracterizado por las autofunciones de

A~

Ao = i v o, ' (5.2)

>

donde el dominio del operador A viene definido por la condicidn

7 ST el? = <Asle> = 0 . (5.14)

- . . . - . > >,
Esta Gltima condicidén se escribe, en nuestro caso, para ¢=(0,u,y,v)
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* 2 *
E = - 0 6 =
<Ad | > é O YT+ 26,0 Y+ kije,i i 0,

que de acuerdo con (L4.7) exige 6= 0, Y= 0. De aqui se obtiene ya,

obviamente

6(t) =0 y Y(t) =20
Ademds, al desarrollar la ecuacidén (5.2) se obtiene el sistema
(5.13), por lo cual la estabilidad asintdética equivale a que es-

te sistema tenga (nicamente la solucidn nula, c.q.d.

Por tanto, en el marco de la Termoelasticidad de Green vy

Lindsay, el compértamiento asintdtico de un cuerpo abandonado a

si mismo coincide con el comportamiento previsto por la Termo-

elasticidad Clasica.

Observacidn. En el caso de un sdlido homogéneo e isétropo,

este comportamiento se puede interpretar en términos de ondas

N
longitudinales y ondas transversales. Introduciendo e = div u,
> >
W = rot u, en las ecuaciones de evolucién (3.8), y tomando la di
vergencia y el rotacional de la segunda de ellas se obtiene
he + d6 = kB .. + ae
’JJ
s MM L 38 4ad ) (5.15)
| P s JJ s JJ
o =84
Pl

An3dlogamente a lo que ocurre en la Termoelasticidad Clasica, la
ecuacidn para ® queda desacoplada de cualquier influencia térmi-
ca, y sus soluciones corresponderan a un compoftamiento elastico.
Onicamente la influencia del contorno, que no se expresa analiti-
camente en términos de e vy w por separado, sino en términos de :,
proporciona un acoplamiento entre ondas longitudinales y transver

sales, y es capaz de explicar la dependencia respecto a la geometria.
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