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CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA
LA EXISTENCIA DE FUNCIONES CONTINUAS,
NO CONSTANTES DE X EN [0 1].

*
Enrique Tarazona Ferrandis (*)

ABSTRACT

This paper deals with the existence of non cons
tant continuous real valued function on a topo-
logteal space X. The main results are related
to closed covers and order properties.

Una E-relacién ([3]) es una relacién binaria (<), definida
en un conjunto X con mds de un punto, tal que:
3

1°) Para cada (x y z)eX? con (x # z), se verifica:

Si (x<y) e (y<z), entonces (x<z).
2°) Para cada x€X, existe zeX, (z#x), tal que (x<z) y (z<x), o

bien (z<x) y (x<z). Donde (x<z) representa que (x z) no per-
tenece al grafo de (<).

Los conjuntos R(x)={x}VU {z: (x<z) y (z<x)}, al variar x en
X, forman una particidn de X, cuyo cociente representaremos por

(X/R). Una E-relacién definida en un espacio topolégico X, se di

J

]

(*) Este trabajo ha sido realizado bajo la direccién del profe-

sor Dr. D. Manuel Ldpez Pellicer, a quien agradezco su cons=
tante ayuda.
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ce compatible con la topologia de X, si el cociente (X/R), es
totalmente ordenado, y la proyeccidén ¢ de X sobre (X/R), dotado

de la topologfa del orden, es continua, ([2] c. 1-Pr. 1).

Teorema 1. La condicidn necesaria y suficiente para que exista
una funcidn continua, no constdnte de un espacio topoldgico X
en [0 1], es que exista una E-relacidn compatible con la topolo-

gia de X.

Demostracidén. Si f es una funcidn continua, no constante de X en
[0 1], entonces el cociente asociado a la E-relacién: (x<y) si
(f(x)< f(y)), es totalmente ordenado, con mds de un punto. Para

la proyeccidn ¢ sobre dicho cociente, se cumple que
{o(x)io(x)<oly) y={x: F{x)<fly)}y{@(x):9(x)>¥(y)}={x: f(x)>Ff(y)}

por lo que ¥ es continua. Reciprocamente, si (X/R) es el cocien-
te totalmente ordenado asociado a la E-relacidon compatible con

la topologia de X, entonces X es perfectamente normal ([1] P.39)

por lo que la familia de las aplicaciones continuas de X en [0 1],
distingue puntos. Por definicién de E-relacidn (X/R) tiene al me-
nos dos puntos x y 2 diferentes. Por tanto f(;) # f(;), para al-

guna aplicacidén de la familia anterior. La composicién de f con

la proyeccién ¥ de X sobre (X/R), es continua y no constante.

Si f es una funcidén continua, no constante de un espacio to-

poldgico X en [0 1], llamaremos E-relacidén correspondiente a f,

a la definida por (x<y) si (°(x) <f(y)).

Teorema 2. La condicidn necesaria y suficiente, para que exista
una funcidn continua, no constante, de un espacio X en [0 1] es
que exista una E-relacidn compatible con la topologia de X, tal

que (X/R) sea homeomorfo a un subespacio compacto de [o 1].

Demostracidn. Por el teorema anterior, solamente es necesario
probar, que si f es una funcidn continua y no constante de X en

[0 1], existe una E-relacidén compatible, con cociente homeomorfo
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a un subespacio compacto de [0 1]. Si f es continua y no constan-
te, existe (x y)€X2y (a b)e[oO 1]2 tales que f{x)<a<b<f(y). Sea
g(x)=(avf(x))ab, entonces g(X)C [a bl. Si g(X)=[a b] el cociente
(X/R), asociado a la E-relacién correspondiente a g, es compacto.
Si Y es la proyeccidn de X sobre (X/R), entonces la aplicacién-iﬁ
yectiva g de (X/R) en [0 1], tal que g = g.p, conserva el orden.
Si existe pela b[ tal que p ¢ g(X), consideremos el subespacio de
[0 1],Y = [a p[U] p b]. Sea ¥ la funcidn continua de Y en {0,1}
tal que ¥(z) = 0 si (z<p) y ¥(z) = 1 si (z>p). La funcidn h = ¥.g
de X en {0,1} es continua, no constante, y el cociente asociado

a la E-relacidn correspondiente a h, es compacto y homeomgrfo a

{0,1}.

Definicidn 1. Sea X un espacio topoldgico. Un cubrimiento no tri-

vial ¥ de X, formado por una familia de cerrados totalmente orde-
nada por inclusidn, se dice E-cubrimiento, si U{MeM: x ¢ M} es

abierto para todo xeX.

Proposicidén 1. Si R es una E-relacidn compatible con la topologia

de X, entonces los conjuntos {xeX:p(x) <¢(z)}, cuando z varia en

X, es un E-cubrimiento de X.

Lema 1. Si M es un E-cubrimiento de un espacio topoldgico X, en-
tonces existe una E-relacidén compatible con la topologia de X,

tal que los cerrados de M son gp-saturados.

Demostracidn. Si M es un E-cubrimiento de X, entonces la relacidn
(x<y) si (yeM > xeM) ¥ MeM es una E-relacidén. El que dos puntos
de X estén en una misma clase del cociente asociado (X/R), es
equivalente a que dichos puntos, estidn en los mismos cerrados de

M . Por consiguiente:

w(z) = ( N{Me ¥ : zeM}) - (U{Mey: z € M})

luego:
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{xeX : p(x)<p(z)} N {Me M : zeM}.

{xeX : v(x)< ¢(z)} U {MeM : zdM}.
y en consecuencia la E-relacidn, es compatible con la topologfa
de X.

Para cada punto z€X, las condiciones zeM y p(z)C M son equi-

valentes. Por tanto:
M= UlxeX : o(x)C M} = ¢ ' (p(M)) ¥MeMm.

Corolario 1. En un espacio topoldgico X, la existencia de una
E-relacidon compatible con la topologia de X, es equivalente a la

existencia de una E-cubrimiento.

Teorema 3. La condicidn necesaria y suficiente para que exista
una aplicacidén continua, no constante de un espacio topoldgico X

en [0 1] es que X, admita un E-cubrimiento.

Sea M un E-cubrimiento orden completo ((2), €-0;9) para la
relacién (C), y J un conjunto de indices en biyeccidn con los
miembros de M. Representemos M={Mi: i€J}. La relacién (<), defini
da en J por (i<]j) si (MiC Mj) y Mi#Mj, es de orden total. El con-
junto (J<), dotado con la topologia del orden, diremos que es el
espacio de indices asociado al E-cubrimiento M. Evidente (J<) es

orden completo.

Teorema 4. Sea el E-cubrimiento M={Mi: ieJ}, y (J<) el espacio de
indices asociado a M. La aplicacidn f de X en J tal que:
f(x)=inf.{i: xEMi} es continua, y el E-cubrimiento correspondien-
te a f, coincide con M.

Demostracidn. La aplicacidon f est3d definida en X y no es constan-
te. Para f se verifica que f(x)=f(y) si, y solo si, x e y estan
en los mismos cerrados de M. Sea la E-relacidn (x<y) si (f(x)<f(y)).

Entonces si (X/f) es el cociente asociado a f y ¥ es la proyeccidn
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de X sobre (X/f), se verifica que:
¥(x)=(N{M;: xeM;}) - (UM, : x ¢ M 1)

Del lema 1, se deduce que el cociente (X/R), asociado a la
E-relacién: (x y) si (yeM - xeM), coincide con (X/f), por lo que
¥ es continua, y los cerrados de M son ¥Y-saturados. Sea Fla apli
cacién de (X/f) en J, tal que f = f. ¥ . La aplicacién f es inyec
tiva, pues si. f(¥(x))=F(¥(y)), entonces f(x)=F(y) y ¥(x)= ¥(y).
Si ¥(x)<¥(y), entonces (x<y) y.f(x)<f(y), luego F(¥(x))<F(¥(y)),
‘de lo cual se deduce que f conserva el orden. Por -tanto f es con-

tinua, y por consiguiente también lo es f.
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