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NUEVAS CONVERGENCIAS EN G(H)

Ma. Carmen de las Obras-L. y Nasarre

ABSTRACT

Two new convergences of closed lineal subspa-
ces in the real separable Hilbert space are
defined. These are the uniform strong conver-
gence and the simultaneously strong and weak
convergence to a single limit.

Both convergences are characterized and it is
shown that they verify the three axioms of
Frechet.

En este trabajo se estudian algunas convergencias de suce-
siones de subespacios lineales cerrados del espacio de Hilbert
separable real H, que han surgido de modo natural de las conver-

gencias fuerte y débil ya estudiadas (2).

Empezaremos por recordar algunos conceptos necesarics a lo
largo del texto. B(M,N) = sup{a(x,N)|xeM}, B(M,N) # B(N,M),
S(M,N) = max(B(N,M), B(M,N)), a(M,N) = inf{a(x,N)|xeM}.w es la
aplicacién candénica de H-{0} sobre P(H).

Definicidn. Dada {E(n)lnEN} diremos que E(n) TEsiysolosi

a(e(“),z) > 0.

Evidentemente es una L*-convergencia y queda caracterizada
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por su propia definicidn. En el caso de sucesiones de dimensién
constante p igual a la del espacio limite, coincide con la con-
vergencia fuerte y si la sucesidn y su limite son de la misma co-

dimensidn p constante, esta convergencia es la débil.

En general, si E(n) L E, existe un cierto v tal que para to-
do n>v dim (M = dim E.(3).

Definicién. Dada {E(n)lneN} decimos que converge fuertemente de
modo uniforme a E, E(n) T E si y solo si:

eE(hn) junto con Xy > x = XxE€EE.

n n

i) Si Xp,
ii) Para todo x de E de norma unidad, y dado €>0, existe V(€)
independiente de x y una sucesidn {xn}, xneE(n) tal que

Hxn-xﬂ<€ siempre que n>V.

Esta convergencia es una restriccion de la convergencia fuer

te, luego en particular implica dicha convergencia.

Verifica los tres axiomas de Frechet (1). Veremos solo el
tercero porque los otros son inmediatos. Sea E(n)#i E, pueden

ocurrir dos casos.

a) E(n) 7 E. Como la convergencia fuerte es L*-convergencia
existe {E(hn)} C{E(n)} tal que toda subsucesién {E(kn)}
C {E(hn)} no converge fuertemente a E.

b) E(n) + E. Dado ¢>0, existen V<V <<y ra Ve Y

P
XysXysenesX.,... en E, tales que B(xi,E)rWE(Vi) = ¢, para

(n),

un cierto E(vi) de la sucesidn {E i =1,2,... En estas

(
memente a E. Si {E(vhi)} es una de estas, dado €>0, no exis
te U tal que xeE, Ixl = 1, B(x,e)N E(vhi) # @ Yi>U. Basta

tomar x = Xp con i suficientemente avanzado.
i

L - . 2 = (Vi .
condicicnes ninguna subsucesién de {E ')} converge unifor
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(n)

Proposicidén 1. Sea E(n) + E. Entonces E % E si y solo si el

angulo B(E,E(")) + 0.

n >

Demostracidn. Supongamos que E(n) 3 E y admitamos la existencia

h
de un €>0 y una subsucesién {e(Pn)y de {E(n)} tal que B(E,E( “5>9
En estas condiciones G(rh ,E(h"))>€ para algin rh<: E, y por con

n n
siguiente a(xh ,E(h"))>e siendo X, oun representante unitario
n n
del rayo o Para todo £€'<e obtenemos una contradiccidn con
n

A
Sea B(E,E(n)) -~ 0 y supongamos que {E(n)} converge uniforme
mente a E. Equivalentemente, existe ¢>0 y una sucesidn de rayos
ri,rz,...,ri,... en E con sus correspondientes vi,vi»w tales que
los conos C(ri,e) no cortan un cierto E(n) (n>vi). Fijado i, exis
" te una sucesion {rh 1, . C C(ri,e) de modo gque el cono C(rh ,E)
i i i
no corta a E(hi). En consecuencia ot(rh ,E(hi))>€ i€EN y el dngu-
i
lo B(E,E(hi))>€ , absurdo.

Observacién. Si ademas B(E(n),E) + 0, la convergencia es métrica.

Proposicidn 2. La convergencia métrica implica la uniforme.

Demostracidn. La primera condicién es evidente. Veamos solo la
segunda. Sea E(n) 2, equivalentemente G(E,E(n)) + 0. Si x es
un vector cualquiera de E, dado €>0, existe V(€) tal que para
todo n>v G(E(n),E)<s.. Proyectando sobre E(n), x = xn+yn,xn€E(n)

(n)t

v, €E y “xn-xﬂ <g ¥n>v.

n) (n)

sa saber cuando hay coincidencia de limites, es decir cuando

2. Sabemos que si E( +~ E y E ~ F se tiene ECF. Intere

{E(n)} converge fuerte y débilmente al mismo limite. E(n) 3 E.
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Definicidn. Dada {E(n)lneN} se dice que E(n)i E si y solo si

e ey ML g

Ejemplos de esta convergencia son: Eén)+ Ep’ Eén)j Ep si f
solo si E;n) > Ep y Eé?; ~ 0 y los andlogos en codimensidon fini-
ta. En el caso general, si E(n) = [el,ez,...;e ,.-+] con {ei} una

n

base ortonormal completa, E(n) I HYy E(n) I o.

Es también L*-convergencia. Necesitamos ver solo la verifi-

cacidén del tercer axioma de Frechet.

Supongamos que para toda subsucesidn {E(h")} C{E(n)} existe

{E(kn)} C{E(h")} tal que E(kn) > E. En estas condiciones sabemos

que E'" > E. si ox eE(h") y {xh } converge débilmente a x, por

n

h

n
hipbtesis existe {E(kn)}c {E(h (kn) -~ E,

eE(k”)
n

n’} tal que E luego

X converge débilmente a x y x pertenece a E.

(

Teorema 1.E n) 2 E si y solo si:

i) ¥ E CE existe E(n)C E(n) tal que E(n)+ E .
P P P p
(n)

ii) lima(E , T)> 7w/2 ¥ r CE

Demostracidon. Se obtiene de coordinar las caracterizaciones de las

convergencias fuerte y débil (2).

(n) (mi, 4

Teorema 2. E E « E E

(n)l_’ 1

Si E(n) E (4). Veamos que

Demostracidn. +E se sabe que E

se tiene también la otra convergencia.

1
i) Sea xh eE(h“) junto con xh -~ x. Para todo y de E, exis
n n
(n) -
te yneE tal que Y, > Y, entonces (thyhn) > (xly)—o,

luego x pertenece al ortogonal de E.
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T T - (n)t
ii) Si xeE existe una sucesién {Xn}’ x €k tal que x > x

1, 1
y en particular x = x. Asf E(n) 2 E y por simetria es

cierta la otra implicacidn.

Teorema 3. E(n)I E ¢ E(n) = E(n)e F(n) tal que E(n)I Ey Fln)s 0.
- Pn 1 Ph

Demostracidn. =) Si E(n) + E, sabemos (2) que existe una sucesidn

{Egn)} tal que E(n)* E. Adem3s E(n)* E, pues si xeE, existe una

n n n

sucesidn {xn} con xneEg") que converge fuertemente y por consi-
: n

guiente débilmente a x. Para la segunda condicidn si Xy eE(hn) y

n
la sucesidn {xh} converge débilmente a x evidentemente xeE, con

n
lo que E(n)i E. Sea F(n) = E(n)e E(n)y z eF(hn) tal que z, = z.
Pa n n by

Es claro que z pertenece a E y existe una sucesidén {z;} tal que

erEpn) que converge fuertemente a z. Entonces (zhl za )= (z]z)
n : n n

=z = 0.
«) Probaremos primero que E(n)-* E.

9o (h ) N - : (h)
i) Si x, €ET Ty xp x#0, Xp =y, tozy dondé Yh eEP n
n n n n n n hn

z, eF(hn) y las sucesiones {yh },{zh } doblemente acotadas.
n n n
Existen por tanto subsucesiones {ym }, {zm } tales que
n n
-y, yeE, z_ = 0, luego x_ =y + 2z = y=x = yeE.

m m m
n n n mn mn

Y

ii) Para todo x de E existe xneEén)C E(n), X = X.

n
n
Veamos que E(n) - E

i) Si X, eE(hn) junto con Xp X Tx, S ox o= xeE.
n n n

ii) Para todo x de E existe xneE(n)C E(n) tal que X - X.
n
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Ejemplos de sucesiones que convergen fuerte y débilmente al
mismo lTmite son las sucesiones mondGtonas crecientes y decrecien
tes.

sz . n .2 -
Proposicion 3. Si {F( )|neN} es una sucesidon mondtona decreciente,

converge fuerte y débilmente a nF(").
Demostracidn. Empezaremos por la convergencia fuerte F(n)» 'WF(n)'
i) si Xy eF(hn) Yy X, > X, se verifica que toda bola B(x,€)

n n
corta a casi todos los F(hn), luego x €N F(hn)=nF(hn)CﬂF(n).

(n) (n)
{xn = x|neN} converge fuertemente a x.

(M o e

ii) Para todo x €eNF = xeF Y neN y la sucesidn constante

Tambié&n converge débilmente F

i) .Si Xy eF(hn) y {x, } converge débilmente a x, como las
n n
clausuras fuerte y débil coinciden xefﬁF(n).

(n)

converge débilmente a x.

ii) Para todo xenF , la sucesidn constante {xn = x|neN}

PR, . n .2 - .
Proposicidn 4. Si {E( )]neN} es una sucesion mondotona creciente,

converge fuerte y débilmente a ﬁE[nj.
Demostracidn. E(n)-b LJE[nj.
i) si Xy eE(hn) junto con X, > X, evidentemente x eUE(hn)
n n

luego a su clausura.

Cup(h )

ii) Para todo x eVE' 'n’ y toda bola B(x,e) se verifica que la
interseccién B(x,g) ﬁ(LJE(n)) # ¢. Tomemos una sucesidn
N+’ en +> 0.

Entonces existe v, tal que para todo n>vl(el), B(x,g])

n E(nl) # ¢. Sea X perteneciente a esta interseccidn y
1
consideremos la bola B(x,ez). Existira v, tal que para

de bolas de centro x y radio € tal que En>e
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todo n>v2(gz), B(x,ez) n E("z) # ¢ y sea X, perteneciente a es-
ta 2

ta interseccién. Reiterando el proceso indefinidamente, obtenemos

una sucesidn {x_ ,..,x_  ,X_ ,..,X_ ,..} que por construccidn con-
ny n,’on, n

verge fuertemente a x y X eE(nk),E(nk41),...,E(nk+l-l).

k
g(n) UEln;f

i) Andlogo al caso de convergencia fuerte.
ii) si xe UECM

ge también débilmente a x.

la sucesidn encontrada anteriormente conver-

Proposicidn 5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) E“ﬂ =2 E.
b) E(M) 5 ¢ 4 E(")l* el

o) M~ g a E(")l-‘ El

Demostracidn. La demostracidn es inmediata debido a que E(n) - E=>

L1
M £ .

Proposicidn 6. E“ﬂ 2 Ee[Lg E(hn)] = [ &s E(hn)] = E V¥ hn'

Proposicién 7. Si E(") n

Demostracion. Ya sabemos que E(n) +~ E, veamos que también E(n)'*E.
i) sSi Xy, eE(hn) y la sucesién'{xh } converge débilmente a
n

n
X, como B(E(n), E) ».0, existe una sucesidén en E {yh }
n

fuertemente equivalente a {xh }. Entonces Yp — X, y por
n n

consiguiente x€E.

ii) Si xeE, existe una sucesidn {xn} con xneE(n) que conver-

ge fuertemente y en particular débilmente. a x.
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La otra implicacidén en general no es cierta. Basta tomar una
2 p . . n n
sucesion mondtona creciente. Ya hemos visto que E( )3 UE pero

B(U_EF)_, ey - 7/2 v onen y e(n) 3¢

En Gp las convergencias = , =3 S , 2y enG__ las =, 3,

m . .
- , = coinciden. -
X
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