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PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LOS GRUPOS
DE ISOMETRIA DE UN GRUPO RETICULADO

J. Grané

ABSTRACT

The paper deals with the topological properties
of groups of isometries of lattice-ordered gro-
ups and f-rings. The topologies considered are
order-topology and the topology defined by null-
sequences.

Si G es un grupo reticulado puede dotarse de la topologfia
T definida asi [2].
o-m
1) Una sucesion X de elementos de G tiene lTmite xeG, si existe
en G una sucesidn decreciente Gn de Tnfimo o, tal que |x-xn| < 6

(5, +o (infs =o0)).

n

2) Un subconjunto CCG se llama cerrado si con cada sucesién con-
vergente de elementos de C contiene también su limite. Estos con
juntos cerrados verifican .todas las condiciones que permiten de-
finir una topologia. EIl grupo 66 es también reticulado y por ello
puede definirse en GG la topologia To-m’ que resulta coincidir

obviamente con la de la convergencia puntual de funciones G - G:
la sucesiodn fneGG tiene limite feGG, si y sbélo si fn(x)i f(x),

vVxeG, en el sentido de la topologia de G.

En GG puede definirse la convergencia uniforme respecto de
G de esta forma: la sucesidn fn tiene limite G-uniforme feGG si
y sblo si [fn(x) - f(x) | < 8,40, para todo xeG, siendo 6n una su-

cesidén decreciente de elementos de G con infimo o.

Es evidente que si fn tiende a f uniformemente, también tien-

de puntualmente, pero el reciproco es falso en general. Un conjun
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G . . 2 .
to CeG se llama u-cerrado si con cada sucesidon uniformemente
convergente de elementos de C contiene también el limite. Estos
conjuntos verifican las condiciones de topologfia.

De la misma definicidn sale que la topologfa T, -, €S menos

fina que la u-topologia en GG.

'Sea G un grupo reticulado y M(G), H(G) los equipos de isome

trias definidas en [1].

Lema 1. M(G) y H(G) son cerrados en GG, tanto con la topolbgfa
T , como con la u-topologfTa.
o-m

G

En efecto, sea TneH(G), con T S 1eG; se verifica, por la
€

T
convergencia'|Tn(x)-T(x)|< dn(x), § GG, dn+ o, VYxeG.

n

De la desigualdad
110 = wly) [ <fex) - 1 G|+ [, (0 - T (0] * () - tly) <
§,(x) + |x - y| + g (y), deducimos
lt(x) - T(y) < |x - y]
Andlogamente |x = y|=|o, (x) = o (y)|<|o, (x) = o(x)]
+lo(x) = aly)| + |oly) = o (V)< 8, (x) + 8 (y) +|a(x) - oly)]|, de
donde [x - y |< |o(x) - oly)].

De las condiciones anteriores se deduce que T es una isome-

tria. Ademas si Tn(o) por la convergencia puntual debe ser t(o)=o.

Lema 2. Una sucesion Th de traslaciones, Tn(x) = X + an, es con-

vergente en T(G) si y sélo si a, es convergente en G.

Supongamos primero a, 3 a; entonces [an-a|<6n+o, 5neG-
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Si es T(x) = x + a, seréa ITn(X) - T(X)[=[an T a|<g,vo, yXeG, vy
Th Y1 , uniformemente, y por tanto puntualmente.
Reciprocamente, si T+ T, es: |rn(x) - t(x) < dn(x)¢0,
GnGGG, VYxeG. Fijado un xeG, tenemos |an +x - 1(x)]< 5n(x)+o,
Gn(x)eG, o lo que es lo mismo, que
a, - T(x) - x.
Por la unicidad del ITmite tendremos t(x) - x = g{y)-y, y

si es a tal 1Tmite, sera

o
1(x) = x + a, con a_ + a.

Como consecuencia obtenemos que si una sucesidn de trasla-
ciones converge puntualmente, también lo hace uniformemente.

o o

Lema 3. Si o _, Th20sT eM(G), siendo 0, >0 Y T, > T, 5 0,071 > g0t

n n

i . u u . . s u
y si tT. >, 0_ > g, también se verifica o, ©T1 + gOT

n n n

En efecto, podemos poner |Tn(x)-T(x)|< 5n(x)+0,|cn(x)'o(x)|
< G'n(x)+o, ¥xeG, de donde

o, © T, (x)=00t (x) [ < | o 0t,) (x)= (g, 01) (x) | +|5, (x (x)) =0 (x (x)) |

n
=ltn(x) = (X [+[o, (t(x)) - ol (x))|<¢§ (x) + 6" (r(x))yo, en
GG; al ser para todo xeG. Luego 0,07, 5 go -

La misma demostracién vale para la convergencia uniforme sin

més que cambiar las Gn(x) por Sn €eG, repitiendo los argumentos.
Podemos enunciar la siguiente proposicidn:

La correspondencia G > T(G), a ~» t,» es un homeomorfismo en
tre G, con la topologia del orden, y T(G) con las topologfas pun

tual y uniforme, que coinciden.
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Lema 4. Una sucesidn °n de elementos de H(G) converge uniforme-
mente si y sdlo si es una sucesidén constante.
Para demostrarlo tomemos una representacidén [L4] 8:G6 ~ 1 G,
. iel
del grupo G; o, YO tendran asociados sendos conjuntos admisibles
J0 , J0 [1]. Trataremos de ver que JG =JO’ para todo ne N. Si fue

n - - .
se, para algin n, J_ #J , seria J AJ #0. Pero se verifica que,
g, © o, O
para una cierta sucesidn dpto en G, es

lo,(x) - a(x)|<s,, vxeG.

Pasando al producto I G, tendremos I(Un(x) - g(x))i|< (5n)i
ier
(componente i-ésima).

Pero si ieJOnAJo' es: l(cn(x))i-(c(x))i|= 2|x;|, de manera

que Z|x, | S(sn)i, para todo x.eG,, y esto es absurdo.

Proposicidén. La topologia de H(G), inducida por la uniforme de

GG, es directa. .

Si {t} un punto de H(G) y {t}° su complementario, éste Glti-

mo debe ser cerrado. Si o, ¥ o, con g, dt}c, por un lado sera
c
On # T y por otro o, =0 vneN. De donde ge {1t} Y {t} es un

abierto.

Proposicidén. Sea G un grupo reticulado tal que, para una cierta

representacidn [4].

06: G~» I G., sea I GC GCqQ G .
A i X X
i€e1 xe X x€ X

o
Entonces T, T si y sélo si J 5 J (como conjuntos).
o o
n

En efecto, la condicion § G c GC jy G_nos asegura que si
xeX X x €X x
6n¢0 en G, cada componente(d;)¢ o, en Gi' Supongamos primero que
o

T > .
n T
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Como lim sup J0 = lim inf Jo = J es equivalente a 1lim sup
n n
(J0 AJ) = @, si suponemos lim sup (J0 A) # B, para un x de este
n n
Iimite sera: erT AJ, siendo T,

"k

Se tiene |Tn(x) - 1(x)|<6n(x)+o, o bien 2:§

una subsucesidn de Toe
k

Cf < £) vo,|
InAI I !\ 6n( )‘+ ¢
y tomando componentes, para xeI AT, serfa

2 [f |<(8 () ¥ o.

Si f es tal que fx>o, entonces llegamos a una contradiccidn.

Reciprocamente, si lim sup (J AJ) = @, hemos de construir
. o]
n
una sucesion Gn(f)+o tal que

2 6Jo AJO'Ifl <8, ().
n

Sea xeX, x£ lim sup (JonAJc) y xéJGnAJ a partir de un n,

Pongamos (Gn(f))x = ]fg[, si n<n_, (Gn(f))x = 0, si n>n

o o’

La sucesidn Gn(f) es decreciente a 0 y verifica las condi-

ciones.
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