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SOBRE LA SECCION DIAGONAL Y LA REGION
CERO DE UNA t-NORMA

Carme Burgués

ABSTRACT

We prove that two archimedean t-norms with
equal diagonal sections and zero-sets must
be identical.

El estudio de t-normas ha tenido especial importancia en el
desarrollo de la.teoria de espacios métricos probabilisticos ([6]).
Teoremas de representacidén para t-normas han sido dados en [1],
[41,[5] vy problemas relativos a la determinacién de t-normas a
partir de secciones de las mismas se han abordado recientemente

en [2] vy [3].

En el presente articulo se demuestra via Ia*téunica de reso-
lucién de ecuaciones funcionales ([1]), el teorema de unicidad de
t-normas arquimedianas no estrictas con idénticas secciones dia-
gonales y fronteras de las regiones cero. Se dan una serie de con
traejemplos que ponen de manifiesto la no existencia de tal unici
dad en el caso de que no coincidan en su totalidad las secciones

diagonales aunque las regiones cero sean idénticas.

En todo lo que sigue designaremos por I el intervalo cerrado
[0,11].
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Definicién 1. Una norma triangular (brevemente t-norma) es una

funcidén de IxI en I tal que,

(a) T(a,1)=a, T(a,0)=0,

(b) T(c,d) > T(a,b) si ¢c= a, d= b,
(c) T(a,b) = T(b,a),

(d) T(a, T(b,c)) = T(T(a,b),c).

Las funciones Min(x,y), Prod(x,y) = x-y, Tm(x,y)=Méx(x+y-l,0) son

t-normas.

Definicidn 2. Una t-norma T continua en ? y tal que T(x,x)<x,

para todo x de (0,1), se denomina arquimediana. Una t-norma T con
. 2 . .
tinua en 1I° y estrictamente creciente para todo x,y de (0,1], se

denomina estricta.

Definicidn 3. Sea J un conjunto finito o numerable, Ti una t-nor-

ma arquimediana, para todo i de J, y considérese una coleccidn de
intervalos (ai’bi) disjuntos dos a dos, con (ai,bi)c I. Llamare-
mos suma ordinal de las t-normas Ti y de Min, a la t-norma defi-

nida por

x-a, y-a; 2
ai+(bi_ai)' Ti(E—:;—,——jz—), (X,Y)e(ai,bi) s
T(x,y) = oo

Min (x,y), en los casos restantes.

Teorema 1. (Aczél-Ling,[11,[5]). Una t-norma T es estricta si vy

s6lo si admite la representacidn
-1
T(x,y) = f (f(x)+f(y)),
donde f es una funcidén de I en [0,x], continua, estrictamente de-

creciente, f(1)=0 y f(0)=x. Una t-norma es arquimediana si y sdlo

si admite la representacion
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Tix,y) = £ (F(x)+£(y))

siendo f una funcidén de I en [0,x], continua, estrictamente de-

1)

creciente, con f(0)<+», f(1)=0 y f(— es la funcidn de [0,x]en

I definida por

f(—])(x) = f-](x)’ 0<X< f(o)y
x> f(0).

La funcidon f considerada en las dos representaciones anteriores

1)

se denomina generador aditivo de la t-norma T vy f(_ funcidn

pseudo-inversa de f. En lo que sigue consideraremos el generador f

tal que f(0)=1, en el caso de arquimedianidad no estricta.
Teorema 2. Sea T una t-norma continua, entonces T es arquimediana

en I 6 T=Min 6 T es una suma ordinal.

Definicién 4. Sea T una t-norma. Se denomina regién cero, Z(T),

al conjunto de puntos (x,y) de 12 tales que T(x,y) = 0.

En el caso de una t-norma T arquimediana no estricta de ge-

nerador aditivo f, se tiene
~ 2 -1
(1) ={(x,y)eI” / y < f (1-f(x))}
La grafica de la funcidén g de 1 en 1 definida por

g(x) = f-](l—f(x)), con g(0) =1, g(1) = 0, se denominard fron-

tera nordeste de Z(T). La funcidn g es estrictamente decreciente

y g=g-l. Designaremos en este caso por ar el siguiente parametro:

q; = sup {x e I/ (x,x)ez(T)} = f—](l/z)-

Es facil establecer el siguiente:

Teorema 3. Dada una funcidén g de I en I, continua, estrictamente
decreciente, g(1)=0 vy g=g-1, existe una infinidad de t-normas ar-

quimedianas no estrictas que tienen a g por frontera nordeste de
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su regidn cero. (Ver [2]).

Definicién 5. Dada una t-norma T, la funcidn GT de I en I definj

da por GT(x) = T(x,x) se denomina funcidn diagonal de T.
Es facil comprobar que 6T es no decreciente, 6T(x) < x,

GT(O) =0y 5T(1) = 1. Si T es contTnua, 6; 1o es a su vez. Por
el teorema de representacidén 1, si T es una t-norma estricta, 6T
serd estrictamente creciente y GT(X) = f-](Z f(x)), vy si T es ar
quimediana no estricta, entonces GT(x) = f -1 (2 f{x)), siendo

en este caso 6T nula en [O,qT] y estrictamente creciente en

[qT’]]'

Teorema 4. Sea h una funcién de I en I, continua, tal que
h(x)<x, para todo x€(0,1), h(0)=0, h(1)=1 y existe un ce(0,1)
tal que h(x) = 0 en [ 0,c] vy h es estrictamente creciente en
[c,1]. Entonces existe una infinidad de t-normas arquimedianas

no estrictas que tienen a h como funcidén diagonal.

La solucién general f de la ecuacién funcionalrﬂx)=f(_”(2f(x))
se obtiene a partir de una funcidn arbitraria fo de [0,c] en
[1/2,1] que sea estrictamente decreciente, continua, con fo(0)=1

y fo(c)=l/2, del modo siguiente:

f(0) =1,

f(1) = o0,

f(x) = fo(x), si xe[0,c],

f(x) = fn(x), si xe(h_n+](c), h""(c)], neN,

-n+1(¢)

siendo fn una funcién de [h , h-n(c)] en I que verifique

fn(x) = 1/2 fn_1(x). (ver [21).
Teorema 5. Sean T] y T2 dos t-normas arquimedianas no estrictas
(de generadores aditivos f] y fz respectivamente) tales que

5T]=6T2 y Z(T])=Z(T2). Entonces T1=T2.
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Demostracidn. La condicidn GT =6T equivale a que
1 2

-1 -
f (2 fl(x)) = f2](2 fz(x)), para todo x;;qu=qT2, (1)

y la condicidn Z(T1) = Z(T2) a que:

f;](1—fl(x)) = f;1(1-f2(x)), para todo xe€l. (2)
Introduciendo f = f2 ° f;l y u = fl(x), (1) y (2) se reducen
a
f(2u) = 2 f(u), O<ux1/2, (3)
f(1-u)= 1-f(u), O<u<1. (&)
nox,oy .
Sea u= g —%—<—- una expresidén binaria, donde, para todo i,
i=2 2 Z

xie{0,1}. Demostraremos por induccidn que si f satisface (3) vy

(4) entonces:
f( z —;) = ¥ —%, para todo n natural. (5)

Para n=2 es inmediato a partir de (3) y (4) que f(0)=0 y f(1/4)

= 1/4 . Comprobemos ahora que

n+1 X; n+1 x;
f( —) = g —, con x =1, suponiendo que
. 1 ’
i=2 2' i=2 2! n+
noox, noox;
f(Z -T) = I -
i=2 2 i=2 2
Puesto que:
n+l x X,
i i+1
net x, (I o) flz =50
f( T __!_) i=2 - i=1 2 ,
i=2 2! 2 2
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resulta, si X, = o,
LTS X4
N+l x f( —) z :
i i=2 2 i=2
f( z —74 =
: i=2 2 2 2
n+1 X,
= 3 —
i=2 2
y en el caso de que X, = 1,
X X nox.
» L R Rt 25
ey iy o2 2 2" 2 i=2 2
i=2 2! 2 2
n-1 1-x.
1-f( 3 :.H + :‘ )
_ 1=2 2
nolo1xgyg 1
L i T Th n+l x
i=2 2 2" i
= = Z —i
2 i=2 2
Probado (5), por ser f continua se cumplird que para u< 1/2,
X i
tomando un desarrollo binario cualquiera u= ; —%, con xie{0,1},
resulta que i=22
© X n X,
flu) = fF( 2 —) = flim 3 —)
i=2 2 N i=2 2
n x. noox,
=Iimf(z—%)=]im T o= = u.
n oo i=2 2 Nso i=2 2
Para u > % es suficiente tener en cuenta el resultado ante-
rior y (4) para deducir que f(u) = u.
Por lo tanto, f es la funcidn identidad, lo que implica que

f]=f2 y por ende que T]=T2.
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Este resultado lleva a analizar hasta que punto la igualdad
global de secciones diagonales de t-normas, suponiendo regiones
cero idénticas, es fundamental para la igualdad de las mismas.

Los siguientes contrejemplos muestran t-normas distintas con idén-

tica regidn cero que tienen la misma imagen sobre una porcién de

la diagonal.

Contraejemplo 1. Sean f],fz funciones deI en[ 0,o] definidas por

fI(X) = 1-x,

1-x, si x€[0,1-29lulg,1-2]ul22,11,

3, 2
_ .2, ale-1) -30°+p +hp-1 : -
folx) = -x%+ 3T Xt 3e-1 » si oxe[1-22,21,
2 ' 3,..2
2, 87-78+2 -20°+29"+3¢-1 . -
X+ 30-7 % * 30-1 , si xe[1-g,2¢1,

siendo %e(1/3, 1/2).

Es inmediato comprobar que f] y f2 son funciones continuas,

decrecientes, con f1(1) = fz(l) = 0.

f1 y f2 generan, respectivamente, dos t-normas arquimedianas
no estrictas T, y T,, cumpliéndose que Z(T])=Z(T2) y 6T1=6T2 en

el intervalo [c,1-2], donde c=q; =q;

, siendo T, #T,.
1 2 1 2

Contraejemplo 2. Sea f0 una funcidn continua y estrictamente cre.
ciente, definida de [1/3,1/2] en [1/3,1/2] de modo que fo(l/3)=1/3
y f0(1/2)=1/2. Definimos las funciones fl y fz en [o0,o ] por:

f1(X) = 1-x,
'I-
2 fo(—fi)’ 0 < x< 1/3,
£, (x) = 1-f (x) , 1/3< x< 1/2,
fo(l-—x) , 1/2< x< 2/3,
3I<K x< 1,

1-2 fo(é)’ 2/
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siendo ambas f1 y fz continuas, decrecientes y tales que
f1(1)=f2(1)=0. f1 y fZ generan, respectivamente, dos t-normas

y T con Z(T])=Z(T2) y 6T1=6T2 en

arquimedianas no estrictas T] 2

el intervalo [c,2/3], siendo c=q; =
1

£T,.

pero T] 2

q

T2
Contraejemplo 3. Sea fo una funcidn continua y creciente defini-
da de [%2,1/2] en [%,1/2], donde %2€(0,1/2), y tal que fo(2)=2 y
f (1/2)=1/2.

o!
Se definen, f1 y f dos funciones continuas y decrecientes
de 1 en [o0,®] por

fl(x) = 1-x
1-x, , siex [0,2]U[1-2,11,
fz(x) = l-fo(x) , siex [&,1/2],

f0(1-x) , siex [1/2,1-2],

con fl(]) = f2(1) = 0. f, y f, generan, respectivamente, dos
t-normas arquimedianas no estrictas, T] y T2, con Z(T1)=Z(T2) y
6T]=6T2 en el intervalo [1-2,1], donde 1-2> qT]=qT2 pero T]#Tz-
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