STOCHASTICA Vol. V n2 1 (1981)

NEGACIONES EN LA TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS

F. Esteva

ABSTRACT
© 11l the negations of FE(X) satisfying the ex-—

tension principle and the generalized exten-
ston principle are fully described through the
negation of L. Jecessary and suficient condi-
tions are given for n to be an ortho or u-com
plementation and for n to satisfy the DeMorgan
laws.

INTRODUCCION

Dado un reticulo (L,A,v) con supremo 1 e infimo O y un universo X, se
define PL(X) como el conjunto de los subconjuntos difusos de X a valores en
L, es decir, como el conjunto de aplicaciones A:X > L. Sabemos que este con-

junto con el orden puntual tiene estructura de reticulo (P, (X),A,v), reticu-

L
lo que conserva las propiedades de L: asi si L es completo, distributivo o mo

dular, PL(X) también lo es.

El problema que nos planteamos es el de estudiar cual es la ''complementa
cion'' que podemos definir en PL(X). En el caso particular de que L sea[0,1],
Trillas en [ 5], Esteva y Domingo en [ 6] y finalmente Esteva, Trillas y Domin-
go en [9] han estudiado las posibles funciones negacién n sobre [0,1], funcio
nes n a partir de las cuales se puede definir el '"complemento'' de A€P_(X) de

la forma A=ncA.
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En el presente trabajo se hallan las posibles ''complementaciones'' de
PL(X) a partir del estudio de las posibles negaciones que pueden definirse
en PL(X), entendiendo estas como aplicaciones antitonas, de cuadrado menor
o igual que la identidad y que aplican el maximo en el minimo. Se parte de
los resultados de Esteva en [2] sobre negaciones en reticulos y de los de
Ovchinnikov en [8] en los que se inicia el estudio de cierto tipo de negacio

nes fuertes o involuciones de PL(X).

Nosotros nos interesamos por aquellas negaciones n tales que
(P(X)’A’V’n[P(x)) sea una subdlgebra de PL(X) bien como algebra de Boole
-caso de las negaciones que cumplen el principio de extensidn- bien como
dlgebra de DeMorgan -caso de las negaciones que cumplen el principio de ex-

tension generalizado.

Negaciones en PL(X).

Dado un reticulo (L,A,v) con madximo 1 y minimo 0 y definido PL(X) como
el conjunto de los subconjuntos difusos de un universo X a valores en L, no-
taremos por (% el subconjunto unitario de X de elemento a -es decir la apli-
cacion dada por Sa(x)=0 si x#a, 5a(a)=1 -, por da el complemento de Ga en el
dlgebra de Boole P(X), por g’el difuso de valor cte. g, por X el difuso L y

por @ el 9.

Definicién 1. Llamaremos negacién n de un reticulo (R,n,v) a toda aplicacidn

n:R > R tal que:

(i) a< b implica n(a) » n(b),
(ii) n2(a) > a para todo acR,
(iii) n(1)=0.

.2 . . 2 . ..
Si n“=I diremos que la negacidn es fuerte o es una involucidn; en los

demds casos hablaremos de negaciones débiles.

De [2]y [4] sacamos los siguientes resultados que luego aplicaremos:
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Proposicién 1. Si n es una negacidn en un reticulo (R,A,v), se cumple:

a) Si existe V a;, existe A n(ai) y es n( V ai)= A (n(ai)),
i€x. ier ier i€ex

b) Si existen A a, vy \" n(ai), esn( Aa.) >V n(ai),
ie1 €T jer ! ie1
c) n(R) es A-semirretfculo de R, contiene al maximo u y al minimo O y es
reticulo con el infimo restriccién del de R y el supremos v definido por
avb=A {ten(R) |t > a,t > b} = n(arb). En general (n(R),A,V) no es sub-

retTculo de R.

d) n restringida a n(R) es una negacidn fuerte y se cumple:

- Toda negacidn n define una negacidn fuerte asociada n=n|n(R).

- Toda negacién fuerte n sobre un A-semirreticulo R'CR que cumpla la
condicidon del minimo y contenga al minimo, 0, define una dnica nega-
cion n de R que tiene n como negacidn fuerte asociada. Esta n viene

dada por:

n(x) = E(A{teR'|t;> x}).

a) Negaciones de P, (X) que son extensién de la complementacidn de P(X).

Definicidn 2. Diremos que una negacidn n de PL(X) cumple el principio de ex-
tensién (P.E.) si es extensién de la complementacién C del algebra de Boole
P(X). (n b (x)= c).

Ejemplo 1. Sea {na[an} una familia de negaciones de L. Definimos
n:PL(X) > PL(X) como la aplicacién que hace corresponder a cada AGPL(X) el

subconjunto difuso n(A) dado por: [n(A)](x)=n (A(x)) para todo xeX.
Veamos que n es una negacidn de PL(X) que cumple el P.E.:

a) Es evidente que n cumple (i) y (iii) de la definicién 1 y que cumple el
P.E.
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b) [nZ(A)](x)= n((n(A))(x))=ni(A(x)) > A(x) para todo AGPL(X) y todo xeX.
Luego n2 >1I.

Definicién 3. Una negacidn n de/PL(X) diremos que es puntualmente funcional-

mente expresable (p.f.e.) a partir de una familia {nalan} de negaciones de

L si para todo AEPL(X) y todo x€X es [n(A)](x)=nx(A(x)). Si para todo xeX es

n_=n', diremos que n es funcionalmente expresable (f.e.) a partir de la nega
X a

cién n' de L y sera: n(A)=n'oA.

Teorema 1. Una negacién n de PL(X) cumple el Principio de extensidn si, y

sb6lo si, n es puntualmente funcionalmente expresable.
En efecto:
El ejemplo 1 demuestra que si n es p.f.e., n cumple el P.E.

Por otra parte si n cumple el P.E., entonces n transforma [Q)Ga] en
[38,1], es decir, transforma los elementos de la forma GaAg en los de la for

ma Sa vB por lo que para cada a€X podemos definir una na:L + L dada por:

na(a)= B si, y sélo si, n(éahg)= 3av ]

~

Veamos que n, es una negacidén de L para cada aeX:

(i) y Gi) de 1a definicién 1 se cumplen obviamente. Veamos que ocurre
2 (3 _ >
con (ii): (6aAg) <n (saAg) n(Gav na(a)) GaAn(na(u)) de donde n(n_(0)) =g
- 2
pero n(s_an_ (o)) =6 v n(n_(a)), de donde n“(a)=[n(n_(a
a" _a a a a [ningte
para todo O.€L.

1@ >ala)=a

S6lo resta probar que la negacidn p.f.e. definida por la familia

{na|a€X} es la negacidon inicial n, lo que es cierto puesto que:

In(A)1 () n[ v (8,7A(a)) 110 =[ A Sav n,(A(a)) 1(x)=n_(A(x)).
aex - aeX o~

Corolario 1. Una negacidn fuerte n de PL(X) cumple el Principio de Extensidn
si, y s6lo si, es puntualmente funcionalmente expresable a partir de una fa-

milia {na,an} de involuciones de L.
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S6lo hay que observar que n es involucidn si, y sélo si, todas las n,

lo son.

Nota. Si L es totalmente ordenado y finito (cardinal de L=k) entonces se cum

ple:

a) De negaciones fuertes de PL(X) que cumplan el P.E. solo existe una, la
funcionalmente expresable a partir de la dnica involucion n de L. De ahi que
de Algebras de DeMorgan (PL(X),A,v,n) que sean extensidn del Algebra de Boole

(P(X),a,v,C) sblo existe una.

b) De negaciones débiles que cumplan el P.E. existen tantas como funciones
f:X >~ N siendo N el conjunto de las 2k-2 negaciones débiles que podemos defi-
nir en L (ver[6]). Si X es finito (cardinal X=n) de negaciones que cumplan

el P.E. hay VR" . = " (k-2)
,k-2

En general, es claro que aunque n cumpla el P.E., no es ni ortocomple-
mentacién - n(A)AA=@ para todo AePL(X) - ni u-complementacién - n(A)vA=X para
todo AePL(X) - ni complementacidn. En este sentido son validos los resultados

siguientes:

Proposicidn 2. Una negacidn n de PL(X) que cumple el P.E. es ortocomplementa-
cidén (u-complementacién) si, y sélo si, todos los n, son ortocomplementacio-

nes (u-complementaciones) de L.
En efecto:

Si n cumple el P.E., nes p.f.e. a partir de una familia {na]aex} de don
de (n(A)AR)(x) = n (A (x))AA(x) v (n(A)vA) (x)=n_(A(x))vA(x).

De ahi el resultado es inmediato.

Proposicidn 3. Toda complementacidén de PL(X) cumple el P.E.
En efecto:

Si n es complementacidn, n(éa)= Ga lo que implica an(X) = C.

Corolario 3.1. Si L es distributivo, existe una complementacidén n de PL(X) si,
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y s6lo si, L es 4lgebra de Boole. Esta complementacidn, caso de que exista,

es dnica.
En efecto:

Si L es distributivo, PL(X)/también; por lo que si existe una complemen-
tacidn esta serd dnica y (PL(X),A,vn) serad ilgebra de Boole. Por la proposi-
cidn 3 si una tal complementacidn n existe cumplird el P.E. por lo que n se-
réa p.f.e. a partir de una famfilia {na|an} de complementaciones de L. Pero
al ser L distributivo si existe una complementacidn n ésta serd dnica y

(L,a,v,n) algebra de Boole.

Si L no es distributivo el resultado no es cierto como puede verse en el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Sea L ={o,u,a,b,c,d} el reticulo del grafo adjunto.

En L se pueden definir n complementaciones:

o
ny: L->1L n,: L->1L n3: L L ny: L L
a < a->d as>c asc asd
b c bsc bs c b, c
b d c+b d - ds a ds a
d-> a c-> b c»> a cC 5 a

°

En este caso, en PL(X) se pueden definir tantas complementaciones como

funciones f:X - {ni[i=l,2,3,4}-

En el caso particular de que L sea [0,1], entonces debemos recordar que
la Gnica ortocomplementacién de L es la 50:[0,1] +[0,1] definida por
no(x)=0 para todo x#0, no(o)=1. De ahi que de ortocomplementaciones de PL(X)
que cumplan el P.E. sdlo existe una, la Ny funcionalmente expresable a par-

tir de la n .
o

b) Negaciones de P, (X) que son extensidén de involuciones de P(X).

Definicidn 4. Diremos que una negacién n de PL(X) cumple el principio genera-

lizado de extensidon (P.G.E.) si es extensién de una involucién de P(X)

(n|P(X) es fuerte).



Jegaciones en la teoria de conjuntos difusos 39

Definicién 5. Dada una permutacion s de X, llamaremos automorfismo generado

por s al automorfismo Hs de PL(X) definido por HS(A)=A°s para todo AePL(X).

Es inmediato que todo automorfismo Hs conserva las uniones e interseccio

nes infinitas, caso de que existan.

Lema 1. Toda involucién de P(X) es del tipo C°Hs = HS°C siendo s una permuta-

cioén de X tal que s2 =1

Ejemplo 3. Sea s una permutacidn de X tal que 52=1 y sea N={na‘a€X} una famfi-
lia de negaciones de L tales que para todo a€X, na=ns(a)' Sea n' la negacidn
p.f.e. definida a partir de la familia N. Entonces n=n'oH5 es una negacidn de

PL(X) que cumple el P.G.E.
En efecto:

a) n cumple obviamente los apartados (i) y (iii) de la definicién 1 y el
P.G.E.

b) n2>I ya que:

(n' o HS)Z(GaAg)=(n'° Hs)(&s(a)vn

1 () (@))=6,80 (0 () (@) =8 An2(a) > 5 pg

PR ~_
Luego para todo AePL(X) es:

(n'oH ) 2(A)=(n"eH )2( V (5 AA(X))) = v [(n'oH )2(8 AA(x)) > V (5 AA(x))=A.
s ST o xex X X€ X 5 x o~ xeX * 7

Proposicidn 4. Sea n una negacidn p.f.e. definida a partir de la familia de
negaciones de L,{nalaex} y sea s una permutacidn de X. n°HS es negacion de

P p . 2
=T = .
PL(X) s, y sdlo si, s YNNG () Para todo x€X
En efecto:

2
- i =1 = » i i o
Si s y n. ns(x) para todo xeéX, el ejemplo 3 nos dice que n Hs es

una negacidn de PL(X) que cumple el P.G.E.

- Dada una negacidn p.f.e. n y una permutacidn s siempre es cierto que

neH_ cumple las propiedades (i) y (iii) de 1a definicién 1.
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También es cierto que n y H son biyecciones de P(X) en sT
mismo por lo que si n°Hs es negacion de PL(X), n°Hs| debe ser una invo-
P(X)
. _ 2, L2
lucién de P(X) de donde debe ser Ga-(noHs) (53)—652(3) To que implica s“=1I.

Por otra parte si noHs es négacién de PL(X), para todo qel debe ser:

(nst)z(sa/\aN)=(Sal\na(ns(a) (a)) >§aAa~ dz donde na(ns(a) (a)) >0L
————

(noH )28 (012006 (1)an, (5 (0 @))> 6, ;) de donde n_ (. (n_(a))>a

Ademas si 6aAqf(n°Hs)(PL(X)) -lo que equivale a que aené(L) - debe ser

na(ns(a)(a))=a (1). Analogamente si aens(a)(L) debe ser ns(a)(na(a))=a (2).
Veamos que na(L) C ns(a)(L):

Si a ena(L) lo que equivale a na(n )(a))=a, entonces GEnS(a)(L) 10 que

s(a

equivale a ns(a)(na(u))=a ya que si n )(na(a))>a seria

s(a

na(ns(a)(na(a)))=na(A{B ena(L) B> ns(a)(na(a))})>na(a) en contradiccién con
(1) ya que na(a)ena(L).

Luego na(L) C ns(a)(L) y un razonamiento andlogo permite demostrar el re-
ciproco de donde na(L)=ns(a)(L)=L' para todo aeX. Ademds (1) y (2) nos dice

que para todo CelL' es n (a)(na(a))=na(n5(a)(a)), de donde n De

S a‘L|=ns(a)|L|'

ahT, por el resultado d) de la proposicién 1, resulta ser na=Ng(q) Para todo

ac€ex.

Proposicidn 5. Sea n una negacidn de PL(X) que cumple el principio generaliza
do de extensidn; entonces existe una permutacidon s de X y una negacidn n'

puntualmente funcionalmente expresable tales que n=H°HS.
En efecto:
Nip(x) s una involucién de P(X) lo que implica an(X)=c°Hs con 52=I.
Veamos que noHS es una negacion de PL(X) que cumple el P.E.:

- n°HS cumple (i) y (iii) de la definicién 1 y el P.E.
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- (noHS)Z(GaAg)=(noHs)(n(és(a)Aog) > (no ) (8, v n(a))

~

>n(<§s(a)v n(g\t‘))=6a/\ n2(a) =68 ac.

~ a ~

pe donde: (neH_)2(A)=(neH )2l v (§ A A(x))] > v (8 M(x))=A.
s s x X X o
x€X. X eX
Por tanto nOHS es una negacién p.f.e. n' definida a partir de la fami-

Iia'{nalaex}. De ahT n°Hs=n' lo que equivale a n=n'°Hs.

Es claro que n, viene dado por na(a)=(n(a))(a) de donde estd univoca-
mente determinada por n por lo que podemos hablar de familia {na|a€X} asocia

da a toda negacién n que cumpla el P.G.E.

De ahT el siguiente teorema:

Teorema 2. Una negacidn cumple el principio generalizado de extensién si,
y sblo si, n=n‘oHS donde n' es una negacidn puntualmente funcionalmente ex-
presable a partir de la familia {na|an}, s es una permutacidn tal que 52=I

€ = .
y para todo a€lL es n, ns(a)

Ejemplo 3. Sea L={o,q,B,1} el dlgebra de Boole dada por el grafo
adjunto y sea X= {a,b}.

De negaciones en L se pueden definir cinco (dos involucio-

o

nes y 3 que no lo son), correspondientes n, a la involucidn que

1
deja fijos o y B, n, a la que los intercanvia y n3, Ny n5 a las negaciones
débiles determinadas por n3(PL(X))={o,a,l}, n, (P (L))={o,8,1} v

ng (PL(¥)=(0,1},

Luego de negaciones de PL(X) que cumplan el P.E. hay tantas como fun-
ciones f:{a,b} » {ni|i=l,2,3,k,5}, es decir que hay 52 negaciones (4 invo-
luciones y 21 que no lo son) y de negaciones de PL(X) que cumplan el P.G.E.
hay exactamente 5 que se corresponden con la composicidon de las negaciones

n' generadas por las familias {na,nb|na=nb},la HS definida por la dnica per-
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mutacion s de X, s#I. Es evidente que de estas habrd sGlo 2 involuciones.

Es evidente que en PL(X) se pueden definir negaciones distintas de las
descritas, incluso involuciones distintas de las descritas lo que nos dice
que en general las negaciones que cumplen el P.E. y el P.G.E. no son todas

las negaciones posibles.

Veamos, por dltimo, que ocurre con el cumplimiento de las leyes de DeMor
gan. En general una negacidn n de PL(X), si no es involucidn, no tiene porque

cumplirlas pero es cierto el resultado siguiente:

Proposicidén 6. Una negacidn n de PL(X) que cumpla el P.G.E. cumple las leyes
de DeMorgan si, y sblo si, las satisface cada una de las n, de la familia

que define la negacidn p.f.e. n' asociada a n.
En efecto:

- Si algln n, no cumple las leyes de DeMorgan, existen «,B€L tales que

na(aAB)>na(u) v na(B) de donde:

(n'eH [ (‘Ss(a)'\‘i) A(Gs(a)/\[i) 1=(n" °Hs) (5s(a)"(2ﬂ3,) )=<§a/\na (ang) >

T —~—

> ga'\(’”\aio‘)" E_(/B))=(53Af1’ag))V(5aAn"a~((3/)) =

- (n'°Hs) (Gs(a) AZ)V(n'QHS) (GS(G)AB..,) .

Luego n=n'oHs tampoco cumple las leyes de DeMorgan.

Por otra parte si para todo a€X, n, cumple las leyes de DeMorgan, enton-

ces para todo A,BGPL(X) es:

.

(0 o8 ) () =(' ) ( (6,7 (A8) ()= A (B () ng () (A8 ()

=a/e\x[ Ss(a)v(ns(a) (A(a))v ns(a)(B(a)))]
=[a/e\x(és(a)V ns(a)(A(a)))]v[a/e\X(és(a)V ns(a)(B(a))]=

= (neH ) (A) v (n'eH ) (B).
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Corolario 5.1. Si n es una negacidn de PL(X) que cumple el P.G.E., n(PL(X))
es subreticulo de PL(X) si, y sbélo si, para cada an,na(L) es subreticulo de
L.

Basta recordar que para cualquier reticulo R y cualquier negacién n de

R, n(R) es subreticulo de R si, y sélo si, se cumple las leyes de DeMorgan.

. Corolario 5.2. Si L es una cadena, toda negacidn de PL(X) que cumpla el

P.G.E., cumple las leyes de DeMorgan.

AsT en el caso particular en el que L=[0,1], entonces toda negacidn de
PL(X)=P~jX) que cumpla el P.G.E. cumple las leyes de DeMorgan finitas. Luego
(n(P_(X)),A,v,n) serd un algebra de DeMorgan subdlgebra del &lgebra intuicio-
nista (caso en que n es débil) o de DeMorgan [caso de ser n fuerte)
(P_(X),A,v,n).

En general debe tenerse en cuenta que a pesar de que (PﬁjX),A,v,n) es
un reticulo completo, si n no es fuerte, (n(PﬁjX),A,v,ﬁ) no es subreticulo

completo de (P_(X),A,v,n) como puede verse en el ejemplo siguiente:

-Ejemplo 4. Sea X={a} y L=[0,1] y sea n la negacidn definida por
n([0,11=[0,1/2)]U{1} siendo la negacidn fuerte asociada n la dada por

n (x)=1/2-x si x€(0,1/2), n (0)=1. Es evidente que n cumple el P.E. y las
leyes de DeMorgan finitas y no obstante (n(PNﬂX)),A,v) no es subreticulo
completo de (P_(X),A,v) ya que el supremo de (0,1/2) en PN(X) es 1/2 mien-

tras que en n(P (X)) es 1.
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