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ABSTRACT

The purpose of the Part I of this paper is to develop
the geometry of Gram's determinants in Hilbert space.
In Parts II and III a generalization is given of the
Pythagorean theorem and triangular inequality for fini
tes vectors families.

Introduccion.

W, N. Everitt, en [1], demuestfa dos resultados relativos a desigualda-
des para determinantes de Gram de funciones de cuadrado integrable. Posterior
mente C. F. Mopper en [2] generaliza ambos resultados al marco de los espacios
de Hilbert # y considerando proyecciones ortogonales. Los resultados de Eve-
ritt se reencuentran en [2] debido a la posibilidad, para dos conjuntos medi-
bles EIC E2 de considerar una proyeccidn ortogonal entre los espacios Lz(Ez)

y L2(E]).
No obstante, el primero de los resultados de ambos autores se encuentra

con anterioridad en la obra de Courant-Hilbert [ 3] y expresa la desigualdad

G(le,...,Pxn)< G(x],...,xn) (1)
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en donde G(x .,Xx_)=det (x.]x,) es el determinante de Gram de los vecto-
n . i'%j
1< i<n

1< j<n

10

res x S X de ¥, (.l.) designa el producto en X y P es un operador proyec-

100
cidon ortogonal en ¥ .

Mas tarde K. Vala [ 4] generaliza de nuevo los resultados de los anterio-
res autores aln en el espacio de Hilbert pero considerando un operador lineal

acotado cualquiera A, de modo que para una familia de vectores x X li-

100
nealmente independientes se tiene

_ ) G(xl,...,xn)
Gy RIS AL Gl bty DRt (@)

ye e

En el caso de ser A un operador proyeccidn ortogonal en ¥(, (2) es la

desigualdad de Everitt-Moppert, obteniéndose también de modo natural (1).

En la primera parte de este trabajo se estudian propiedades de Gramianos
de proyecciones ortogonales de vectores. La parte segunda generaliza la desi-
gualdad (1) para el caso de déscomposicidnes ortogonales de H 'y la parte ter-
cera se dedica al estudio de propiedades anilogas para hipervolimenes de vec-

tores.

I. Gramianos de Proyecciones Ortogonales.

Consideraremos en todo lo que sigue un espacio de Hilbert & no necesaria
mente separable. Para un subespacio cerrado M de ¥, con P designaremos el ope
rador proyeccién ortogonal asociado, con rango (P)=M. Con Ea indicaremos un

subespacio de H de dimensidn finita a.

Por su constante utilizacién en lo que sigue, destacamos (v.[5]) el

Lema 1. Sean Xpyeo

es un operador lineal y acotado definido en H, el cociente

DX vectores independientes de H y En=l|n{x1,...ixn}. Si A

G(Ax1,.,.,Axn)

Glxysennx)
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es constante para cualquier familia de n vectores independientes de En. Desig

naremos a dicha constante por GA(En) y se tendrad en particular
GA(En)=G(Ae1""’Aen)

para cualquier base ortonormal {e1,...,en} de En.

Consideremos ahora un subespacio cerrado M en # y sea P su proyeccidn
asociada. Si x],...,xn son vectores independientes es evidente que de (2) se

puede escribir

6(Px,, .., Px ) Ipx, 17
< min 7 (3)
G(x],...,xn) 1<i<n ||xi||

Pero como cualquier vector ern=] in{x],...,xn} puede completarse a una

base de En, el Lema 1 autoriza a poner

2
G(le,...,Pxn) - I Pxi

< 3 Vern H
G(xp5enesx ) Ix)®

iPx i
i1

por x y M; escribiendo

ahora bien, = cos q(x,M) siendo @(x,M) el dngulo entre 0 y 1r/2 formado

B=supa(x,M)
X€E
n
I ==t
G(Px],.. .,Pxn)- 2
se tendrd evidentemente GP(En)= —————< cos” g. (4)
G(x1,...,xn)

Es interesante caracterizar el caso de igualdad en (4): la continuidad de la
funcidn g (x,M) en la esfera unidad de En asegura por compacidad la existencia

de un vector eseEn para el que

=1
I eBII
a(eB,M)= B-



Pedro J. Burillo y Joaquin Aguilella 8

Si con é; representamos el complemento ortogonal de eB en En se tiene

Teorema 1. La igualdad se verifica en (4) si y solo si

e; CM.

B
Demostracién. Supondremos dim M>n, pues en caso contrario es GP(En)=0. Si
e CM yv{ez,..:,en} es base ortonormal de el, como para i=2,...,n es

(PeB|Pei)=(PeB|ei)=(eB[ei)=0 se tiene, siendo En=lin{eB,e2,...,en}

_ _ 2_ 2,
GP(En)—G(PeB,PeZ,...,Pen)—G(Pez,...,Pen)“PeB" =cos 8. (%)

Reciprocamente, supuesta la verificacidén de la igualdad en (4), como pa-

ra i=2,...,n es

2
G(PeB,Pez,...,Pen)—G(Pe ,Pe

grPegre -

!
,Pei_],Pe ..,Pen). H(Pei) I

i+1’°

con

Pei=(Pei)'+(Pei)”eP(En_1} ® P(En-1)

en donde En_]=lin{eB,ez,...,ei_I,ei+],...,en}, se puede escribir, ya que
I (Pei) <l Peill <lleill= 1,
2
= <
cos B G(PeB,PeZ,...,Pen)~\G(PeB,Pe2,...,Pei_l,Pei+1,...,Pen). (5)

Ahora bien la expresién del dGltimo miembro de (5) puede mayorarse en vir-

tud de (4) por COSZB] en donde Bl= sup o,(x,M). Dado que En- C En’ es B]=B y

1
ern_1

entonces la expresidn (5) es una cadena de igualdades, teniéndose pues

u(pei)-u=1 i=2,...,n

(*) Es conocido, (v.[ 6]) que G(x1,...,x Y=G(x

xi=x;+x?elin{xl,...,x
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de donde es claro que se deduce llPei||=|lei||=1, es decir

eiEM i=2,...,n

Notemos que dim(Enn M)=n & n-1 segin que eBeM ] eBdM respectivamente. Observe
mos también que las amplitudes angulares extremas entre En y M caracterizadas
por las condiciones eseMl y eseM. corresponden respectivamente a las igualdades
triviales 0=0 y 1=1 en (4). Concretamente se obtiene en el siguiente Corolario

la desiguaidad (1) de Courant-Hilbert:

Corolario 1. En las condiciones del teorema 1,

G(Px1 yoo- ,Pxn)

G(x1 yees ,xn)

verificandose la igualdad si y solo si Pxi=xi i=1,...,n.
Demostracion. Evidente.

En el Teorema 1 se pone ademds de manifiesto que para los espacios En y
En-] ‘que alll aparecen es GP(En)=GP(En-1)' Esta situacién se formaliza de mo-

do general en el

Teorema 2. Sea M un subespacio cerrado de # y En un subespacio n-dimensional
de ¥ con EN mi={o}. si EmC E, se tiene

1
GP(Em)=GP(En) < Emn Enc M,
y entonces dim(Enﬂ M)=n—m+dim(Emﬁ M) . (6)

Demostracién. Sea {e.}" una base ortonormal de Em que completamos a una base
ortonormal {ei}? de En. Para el operador P proyeccidn ortogonal asociado a M
se tiene

02,

GP(En)=G(Pe] ve ,Pen)=G(Pe1  een ,Pem)" (Pemﬂ) A (Pen) 2

con
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Pei=(Pei)'+(Pei)”elin{Pe],...,Pei_]}Lelin{Pe],---,Pei_]}- (7)
i=m+1,...,n

Ahora bien, la condicién EnrﬁML=0 garantiza en la hipdtesis la independencia
lineal de los vectores Pe1,...,Pen y por consiguiente la no anulacidn de

GP(En) y GP(Em). AsT, de (7) se obtiene

- 2 '

GP(Em)—GP(En) © "(Pei)'ﬂ =1 i=m+1,...,n .
Pero
(U(pe ) ' 17= -
e =1 H(Pei) H=HPeiU=Heiﬂ=l
<« <«

(i=m+1,...,n 1=m+1,...,n

Pe =e, (A)
< i=m+1,...,n.

. 1
lPeielln{Pe],...,Pei_]} (B)

Se verifica ademds que (A) = (B) pues para j=t,...,i-1 es
(Pei!Pej)=(eiIPej)=(Peilej)=(ei|ej)=0, luego en definitiva
GP(Em)=GP(En) < Pei=ei i=m+1,...,n

’

1
es decir E NE C M.
m n

Probemos ahora (6): como EmC En es claro que

_ 1
Enﬂ M-(EmF\M)$[(Emﬂ M)™N (Enn M)]
luego

dim(Enn M)=dirn(Emf"I M)+dim[(Emn M)lﬂ (Enn M)] . (8)

Demostremos que (Emf'\M)'L fKEnﬁ M)=Eiﬂ (Enﬁ M). En efecto,
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ENMCE = Erc(E Nl = g
m m m m m

gamos xe(Emﬂ ML E,NM y descompongamos

nEnnMc(E#ﬂM)ﬂEnnM. RecTprocamente, supon

x=y+ze€kE eE'L H
m m

como er , yeE C E , se tiene zeE Tuego zeELn E nC M y por ende y=x-zeM. Se-
rd pues yeE ﬂN Yy como X€ (E nM) , se sigue la ortogonalldad de x e y, obte-
niéndose en consecuencia y=0 y por consiguiente x—zeEl luego en definitiva

X pertenece a Eln E,N M. As7 en (8) se puede escribir
dim(E N M)=dim(E N M)+din(ELn E N M)=dim(E 1 M)+dim(Ein E )=dim(E O M)+n-m.

Notemos que si la condicién E n ML={0} del Teorema no es satisfecha, en-
tonces G (E )=0 y los dnicos subespacnos E de E cuya constante asociada es

nula son aquellos que cortan a M'L

Corolario 2. Sea M un subespacio cerrado de J con dim M=r=>2 y Emun subespa-
cio m-dimensional con GP(Em)#O (m<r). Si n es entero mkn<r existen subespa-

cios_Erl verificando

i) EmC E,
i) Gp(E )=G,(E ).

Demostracidn. En primer lugar observemos que la condicion dada GP(Em)#O es
imprescindible, pues en caso contrario cualquier espacio En verificando i)
poseera constante GP(En)=0' La misma justificacion es valida para exigir que

n<r.

Supuesta la existencia de un espacio En verificando las condiciones exi-

gidas, por el Teorema anterior sera E'J"]nEnCM, luego
dim(ElnE A M)=n-m
m n ’

igualdad que indica el Gnico procedimiento constructivo de tales espacios:

sea e,,...,e_ una base ortonormal de E_ y consideremos P(E )=lin{Pe_,...,Pe }.
1 m m m 1 m
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La condicidn GP(Em)#O garantiza la independencia lineal de Pe --,Pe_y por

1
consiguiente es dim P(Em)=m. Se tendrd entonces dim[M © P(Emn =r-m y podremos

elegir en M OP(E ) una famflia e -»e, de vectores ortonormales. AsT, re

m+1’ "

sulta muy sencillo comprobar que el espacio En=lin{el,...,em,em+l,...,en}

verifica las condiciones i) y ii) del enunciado.

Hasta aqui hemos expuesto la posibilidad de ampliar y reducir el ndmero
de dimensiones de subespacios conservando los valores de sus constantes aso-
ciadas. Pasaremos ahora a desarrollar el mismo proceso pero asignhando a di-

chas constantes valores prefijados.
Teorema 3. Sea M un subespacio cerrado de J(, dim M=r>2, y En un subespacio
n-dimensional con GP(En)#O y n<r. Sea b un nimero real 0<b<GP(En). Existen

subespacios Em con n<m<r verificando

i) ECE
n- o m
ii) GP(Em)=b.
Demostracidn. Bastard probar el Teorema para m=n+1 y aplicar luego un simple

proceso iterativo. Consideremos una base ortonormal {e1,...,en} de En. Como

GP(En)#O se tiene dim P(En)=n y al ser r>n elegimos un vector xeM verificando

N
P

n

2.- xeP(E)?T
n
Con estas condiciones es evidente que eri pues
(x]ei)=(Px|ei)=(leei)=0 i=1,...,n.
1 . . .
Sea ahora zoe'M un vector unitario. Determinemos un vector yoe P(En) de

1 -
modo que x+yo+zo pertenezca a En: un tal vector vendra dado por

y0=A1Pe1+A2Pe2+...+AnPen=P(A1e]+A2e2+...+Anen)
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y la condicidn (x+yo+z°|ei)=0 i=1,...,n se traduce en
(y°|ei)+(zo|ei)=0 i=1,...,n

o bien en

n

T Aj(ej|Pei)= -(zo]ei) i=1,...,n

j=1

que es un sistema de n ecuaciones en las incognitas Apoe

minante de sus coesficientes es

Y
n

det (e, |Pe )= det (Peijei)=GP(En)#0

1<i<n 3 1<i<n
1<j<n 1<j<n

. Como el deter

dicho sistema proporciona solucién Yor Construiremos ahora el vector

e\ w2
e =xt[——— y +f —— z
n+1 2 o 2 o
1+ly 1 T+hy 17
(o] o /
para el que es evidente que e eEl-pues y +z eEl y también
n+l n oo n’
le , 12=Ixi% iy, ! LT Iz 121
1+Hy I 1+Hy I
o
pues xeP(E )JTNMCHM, y eP(E )CM, z eM.
n 7o n ’ o
Consideremos por Gltimo el espacio En+]=||n{e1,...,en+
GP(En+1); se tendra
GP(En+])=G(Pe1,...,Pen+])=G(Pe], .,Pen)."(Pe
iendo (P ) i6 1 de P b |>(E)l
siendo (Pe .. a proyeccidn ortogonal de Pe ., sobre n

1/2 /2

(o]

1/2 -1
2 2 2
B 1-Uxl 1-lxl -ix”
Pen+]-Px+ <———————- Py + [———— | Pz = 2) Yo ep(E

7 7
1+HyoH 1+Hyoﬂ 1+hY I

(o)

# y calculemos

SO

. Pero como

eP(En)
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es evidente que (Pen+1)'=x y por consiguiente en (9) se tiene
G (E_..)=C_(E_ ) IxI?=b
plEns1/ =0 Ey .

El siguiente Teorema viene a resolver la cuestién anidloga a la precedente pe-

ro en cuanto a reduccidon de la dimensidén del subespacio inicial.

Teorema 4. Sea M un subespacio cerrado de Hy En un subespacio n-dimensional

con dim M=n y GP(En)<l. Son equivalentes las siguientes condiciones
1.- Vbe [6,(E ), 1],3E _ CE_con Gy(E _,)=b
2.- dim(Enr1 M)n-1.

Demostracion. Consideremos la famflia Fn_1 de sistemas de n-1 vectores orto-

normales de E, Si Sn=SrWEn, en donde S designa la esfera unidad en &, el
n-1 n-1
conjunto Snx\fff;sn es un compacto de Enx...xEn con la topologfa dada por

la métrica producto. Como Fn-IC:SnX"'XSn probaremos que Fn-1 es compacto

viendo que es cerrado y para ello,

(. 1
si 4{fm.}?:] CF es tal que e ?:]"4 a. ?:1 se tendra

| i |—l: m n-1 ili=1 m i)i=1

- 4

n-1
g el -a. l =0,
1 i i m

luego e? 1;? a; i=1,...,n-1 y la continuidad del producto en J prueba que

n-1 . . .
{éili—1 es un sistema de vectores ortonormales y por consiguiente se tiene
Ji-
=1 € Boq

Probemos ahora que Fn-] es conexo: sea {e],...,en_]} un elemento fijo

de Eh_] y designemos por U el conjunto de operadores unitarios definidos en

En' La aplicacidn
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ll): U ————, Fn_1

U~y (u)={Ue1,...,Uen_1 }

es claramente suprayectiva, pues fijados los vectores Uel,. .,Uen_] queda

fijado de modo Gnico el operador U en En: ademads ¥ es continua pues
n-1
b ||Uei-Vei I<(n-1) -V ily como (v.[7]) U es un conjunto conexo por arcos

1

en la topologia de la convergencia uniforme, Fn- también lo es, luego cone-

1
X0.

Definimos ahora la aplicacidn

G:F . ——3 [G(E), 1

{egse-e g 1 )G(Pe1,...,Pen_|)

. - . min-1 P,
que es evidentemente continua, pues si {ei)¥i___l n €S una familia de Fo_q con

vergente a {ei}?;: se tiene N
m,n-1 n-1 m . _
leilici =2leidicy = & 2 e =Ll o
m . ) m m
= Pe, —>Pe, i=1,...,n-1 = G(Pe,,...,Pe_ . )—G(Pe,...,Pe
i m i 1 n-1 m n-1

).

As7 pues al ser Fn_ compacto y conexo, su imagen por G es un interva-

1
lo cerrado[ p,q ]de [GP(En),l]. Es evidente ademds que

o
1

= inf G,(E _)AE _CE

= C
9= sup GP(En-l)l\Enﬂ En

siendo ambos valores accesibles. Entonces Vbe[p,q] existe un subespacio
En_]C En tal que GP(En-l) = b. Con esto resulta que la asevefacién del Teo-
rema 1 se verifica si y solo si p=GP(En) y g=1. Ahora bien, gq=1 exige que
dim(EnnM)=n-l por el Corolario 1. Reciprocamente si dim(Enn M)=n-1 el mis-
mo Corolario asegura que q=1 y por el Teorema 2 se sigue que el valor

GP(En) es accesible para uno de los subespacios (n-1)-dimensionales de E,



Fedro J. Burillo y Joaquin Aguilella 16

Notemos que el caso excluido en el Teorema, correspondiente a la situa-

cidn dada por G (En)=1 es trivial, pues entonces cualquier subespacio En

P
de En verifica GP(En_1)=I en virtud del Corolario 1.

-1

En la demostracidon del Teorema no se ha puesto de manifiesto el proce-

dimiento de construir E__, a partir de’E 'y de b con GP(En)<b<l (los casos

1
b=GP(En) y b=1 ya han sido tratados en los Teoremas 2 y Corolario 1 respec-
&

tivamente). Daremos ahora un. proceso para construir En supuesto que

-1
dim(EnF1M)=n-1: elegimos vectores ortonormales wl""’wn-l en Enr\M y comple
tamos con un vector wn a una base ortonormal de En. Determinemos un vector

2€lin {wn_1an} que verifique las siguientes condiciones

1. lef=1
2. H(Pe)'H2=b siendo Pe=(Pe)'+(Pe)" con
i 1
(Pe) 'elin { Py ,...,PY ]

(Pe)"elin {Pw],...,Pwn_z}.

La primera de ellas se verificard poniendo e=cos a.¢h_]+sen ay, (10)

y respecto a la segunda es
Pe=cos a.Pwn_]+sen u.Pwn = cos g.y,_;+sen a'P¢n;

como (wn_1|wn)=0 se tiene (wn_]len)=0 luego la ortogonalidad de los vecto-

res ¢n_] y Pwn asegura que

I pell 2=cos? oc.ll'i)n_1llz+sen2 a.HPwnH2=cosza+sen2 a.“Pxpnll2 (11)

Ademas eelin{wn_],wn}’=> (elwi)=0 i=1,...,n-2 = (Pelwi)=(e|P¢i)=(e[¢i)=0
i=1,...,n-2

= Pe€lin {Pw1,...,Pw }l = Pe=(Pe)' en la condicidén 2. Se sigue asi de

n-2
(11) que

c052a+ senza."Pwnﬂz =b
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es la ecuacidn cuya resolucidén nos proporcionard en (10) el vector buscado.

La ecuacién (12) es resoluble, pues

1-b
1-Ipy, 12

2
<
y “Pwn" b, ya que por una parte al ser Yyseeeoy, una base ortonormal de En

2
sen o=

se tiene
6p (E)=6(PY oo Py V=6 (Py oo, Py ) 1P ) 12=0 (R0 ) 1)

pues Pwi=wi 1=1,...,n-1; en segundo l-gar como Pwn es ortogonal a
Pwi i=1,...,n-1 es claro que Pwn=(P¢n)' luego en definitiva
2_ 2
lleJI -H(Pwn) I GP(En)<b.

Queda pues garantizada la existencia de un vector e con las condiciones
exigidas, y si formamos el subespacio En-l envoltura lineal de los vectores
{wi,...,wn_z, e} es evidente que

Gp (B )= (P, PU 5, Pe) =GR, Py ) H(Pe)! 1=p

quedando asi resuelto el proceso constructivo del espacio En-l'

Es obvio que tanto el Teorema 4 como el método precedente pueden iterar-
se convenientemente para rebajar en mis de una unidad las dimensiones de los

subespacios de En que en ellos aparecen.

II. Determinantes de Gram y descomposiciones en ¥ .
Supongamos una descomposicidn de J(
r
W=z M (13)
1

en suma directa topoldgica de subespacios cerrados Mi y designemos con Pi la

proyeccidn ortogonal asociada a Mi (los Mi no son necesariamente ortogonales



Pedro J. Burillo y Joaquin Aguilella 18

dos a dos). Sea {xl,...,xn} un sistema de vectores independientes y

En=lin{x],...,xn} el subespacio por ellos engendrado. Si B;= sup a(x,Mi) es
: x€ER
evidente que en virtud de (4) se tendrd para una base ortonormal cualquiera

{e],...,en} de En

r r r 2
% GPi(En)= % G(Piel""’Pien) < ? cos Bi , (14)

expresidn que proporciona una cota a la suma de constantes G -(En)’ cota que

P

i
depende exclusivamente del espacio En. Caracterizamos a continuacién la igual
dad en (14)

Teorema 5. La igualdad se verifica en (14) si y solo si es cierta una de las

proposiciones siguientes

i) n=1. )
ii) n=r=2 A E2=l|n{e],e2} Ae]eM? A e2€M2 y con la notacidn del Teorema 1,
1 1
eBl—eI esz—ez.

Demostracion. Si en (14) se tiene la igualdad, en virtud de (4) se puede es-

cribir

GPi(En)= cosZBi i=1,...,r (15)

I3
y de acuerdo con el Teorema 1 se tendra dim(Enr\Mi)=i:_1

bien, si existe un Tndice j tal que dim(EnF\MJ)=n, serd EnC Mj y por consi-

i=1,...,r. Ahora

guiente dim(EnriMi)=0 i#j, luego n=1. Si por el contrario dim(EnFlMi)=n-1,
i=1,...,r, el cardcter de suma directa de la descomposicién (13) permite po-

ner n=r(n-1) de donde resulta n= F§T3 igualdad que tiene sentido solo si

=r= 3 i N = =1i
n=r=2. Ademas dlm(En Mi) 1, luego E2 lln{e],ez} con e1eM1 eist. Sea enton
ces e eE2 el vector unitario tal que

1

a(eB‘,M,)= sup o(x,M,)
i er2

Ixli=1
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1l
y sea e; su complemento ortogonal en E2' Como por (15) es Gp (E2)=c05281, el
! 1 o] .
Teorema 1 asegura que eB eM], luego debe ser eB =e,. Analogamente se tiene
1 1 1
e62=e2.

RecTprocamente, si n=1 la igualdad en (14) es cierta pues obviamente si
E,=lin{x} Allxl=1,

P.
i

G (E])="Pix"2=cosza(x,Mi)=c0528i.

PO PR L. 1
Supuesto por dltimo que se cumple la proposicidn ii), las condiciones eg =e;

garantizan por el Teorema 1 que GP (E2)=coszBi, c.q.d. !
i

Analizaremos ahora el caso en que los subespacios Mi de la descomposi-

cidon (13) son ortogonales dos a dos.

Teorema 6. Supongamos la descomposicidn (13) con los subespacios M, cerrados

y ortogonales dos a dos. Sea Pi la proyeccidn ortogonal asociada a M, y
En= lin{xl,...,xn} con los vectores {xi}?=1 linealmente independientes.

Entonces

(E)<1 (16)

verificando la igualdad si y solo si & EnC Mj para algin indice j, en cuyo

caso (16) es una identidad, & n=1.

G(P.xl,...,Pixn) ||Pix.||2
Demostracién. Como G (En)= ! < mi 4

P. m! 2 a7)
i G(x1 oo ,xn) 1<;<n lli. Il

si elegimos en los dltimos miembros de estas desigualdades un vector fijo x

. k
se tendra
r r P x I
L6, (E)SZ —2— =
P."™n 2
1 i 1 xku

que es (16). Notemos que esta expresién equivale a escribir
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% G(Pix],...,PianQ G(x1,...,xn)
férmula que relaciona los gramianos de una familia de vectores y de sus pro-
yecciones ortogonales simultdneas sobre cada uno de los subespacios coordena
dos y que puede interpretarse éomo una.generalizacién del Teorema de Pitago-
ras en J. Como caso particular se obtiene de (16) la desigualdad de Courant-
Hilbert (1).

Para caracterizar la igualdad en (16) notemos que si para un Tndice

y (16) se convierte en la identi-
r
dad 1=1. Lo mismo ocurre si n=1. Reciprocamente, si se verifica Z G

- — . =a
JOOKj<r) es EnC Mj se tiene GPi(En) i

p (€)1,

como G(Xl""’xn)>0’ al menos para un Tndice h(1<h<r) es GP (En)>0. Como
h

>
Gy (En) 0 < G(P

>
N ..,Phxn) 0 QP

RITEE hxl""’Pth

-
son linealmente independientes <« En Nz m.={0}, consideremos el conjunto

i#h
r
Q =lhe(1,...,r}| Enﬂ b Mi={0}}
i#h
y probemos que card §i=1. En efecto, supuesta la existencia de dos Tndices

h#k en 2, a partir de (2) se tiene

yeea,Pux ) G(P.x,,...
1 in < i1

G(x],...,xn) G(xl,...,xn_l)

G(Pix

luego

r G(Pix

1= 3
1

""’Pixn) sgg G(Pix],...,Pixn_])

G(x],...,xn) 1 G(x],...,xn_1)

! <1

siendo entonces la cadena anterior de igualdades, pudiendo poner

G(P.x,,...,P.x ) G(P.x ,...,P.x )
il i'n" _ [ i"n-1 i=h,k. (18)

G(x],...,xn) G(x1,...,xn_])

1
i = ! " H ¢ :
Pero si x_ X+ Glln{xl,...,xn_l} ® ]ln{x],...,xn_]} y
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1 .
= f Ngls :
P.x (Pixn) +(Pixn) elln{Pix],...,Pixn_# @ Icn{Pix1,...,Pixn_]}

la igualdad (18) equivale (v.[4]) a que (Pixn)‘=xé, i=h,k, y como

1= - g, . H
(Pixn) Pixn (Pixn) eMi i=h,k se tiene que
' =
xnthﬂ Mk 0
luego X{seeeyX €S Una familia de vectores linealmente dependientes, en con-

tra de la hipdtesis. Asi pues, para el (nico Tndice heQ es
G(Phxl""’Phxn)=G(xl""’xn) (19)

como se deduce de la verificacién de la igualdad en (16). Ahora bien la
igualdad (19) viene caracterizada en el Corolario 1 por las condiciones

Phxi=xi o equivalentemente por Eé: M c.q.d.

h

III. Hipervolimenes y proyecciones ortogonales en .

Es conocido (v. [5]) que para una familia de vectores linealmente inde-

pendientes x X de #, la cantidad positiva o(xl,...,xn) definida por

ERRR

)1/2

o(x],...,x )=G(X1""’Xn

n

mide el hipervoldmen del poliedro determinado por dichos vectores. De acuer-

do con el Lema 1, el cociente

o(AX,,...,Ax )
Py 172
—_—- GA(En)

olxpseeasx)

es independiente de los vectores x S X elegidos en el espacio

100
En=lin{x],...,xn} pudiéndose tomar en particular bases ortonormales en En

para representar las constantes GA(En)I/Z.
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Es evidente que todos los resultados expuestos en el apartado | se veri-
fica trivialmente para hipervolidmenes. Se prueba a continuacidén un resultado

anilogo al desarrollo en el Teorema 6 del apartado I1I.

Teorema 7. Supongamos la descomposicién (13) con los subespacios Mi cerrados
y ortogonales dos a dos, y sea Pi la proyeccidn ortogonal asociada a Mi' Si
{xl,...,xn}, con n>, es un sistema de vectores independientes en ¥ vy

E=lin{x,,...,x_} se tiene
n 1 n

r
te ()%, (20)
P. " n
1 i
Demostracidn. Procederemos por induccidn sobre r y n. En primer lugar probe-
mos (20) para r=n=2; si e;,e, es una base ortonormal de E2 bastard probar que
<
G(P1e1,P1e2)+U(P2e],Pzez)\\1. (21)

En efecto,

=l .
o(P1e1,P]e2) Plelu "Plezﬂ sena(P]e1,P1e2)

T
0<aPie,,P.e))<3,
)="P2e1ﬂ-"P2e2“ sena(P,e PZeZ) i=1,2

a(P,e 281

2%1°P2%2
en donde se podr3d escribir para ciertos valores angulares w y 9
l I = I l=cos, I |= =

Pie ! =cosw,lP e, ll=cosh, Pze]| senw,"Pzezﬂ sen 6 con lo que

O(Plel’PleZ) + g(Pzel,Pzez)sgcos w cos 6 + sen w sen 8 =cos (W-0)< 1

que es exactamente (21).

Ahora, fijado n=2, supongamos que (20) se verifica para r=h-1 y probemos

la para r=h. Siendo ¥ = E Mi la correspondiente descomposicidn para J( tendre-

1
mos

h
e.=1L P.e. j=1,2
1

que escribiremos en la forma
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con

= $
zj Ph-lej + Phejth-l Mh.

h-2
Por otra parte es evidente que J& I Mi$ N es una descomposicién de con las
- 1
mismas propiedades de ortogonalidad que la dada siendo N=Mh_]® Mh’ pero con

h-1 sumandos. La hipdtesis de induccidén permite escribir

h-2
;Z. O(Piel’PieZ) + 0(z],zz)<1; (22)

Ahora bien, la prueba efectuada para r=n=2 autoriza a poner
o
(zl,zz);aO(P ) + U(Phe

sion.

h-1%17Ph-1%2 1,Phez) de donde se sigue en (22) la conclu
Comencemos ahora el proceso de induccién para n: supuesto que (20) se ve
rifica para n=h=1 la probaremos para n=h. Considerando una base {e],...,eh}

de vectores ortonormales de E _, tendremos

h’
=0 ( ! i=
O(Piel""’Pieh) O(Pie]""’Pieh-l)'"(Peh) Ioi=1,...,r
con

. L.
Pieh=(Pieh) '+(Pieh)“el in{P.e;,...,Pe, Je@lin{Pe,,...,Pie .}

luego U(Piei" ..,Pieh)SEO(Pie "’Pieh-l) y ya podremos poner

1"

r
e ) <Io(Pe )<I.

.
2 o(P.e,,...,P.e
1 i1 1

Es importante destacar la necesidad de exigir la condicién n>1 en el
Teorema, pues para n=1 la desigualdad (20) cambia de signo y refleja la des-

igualdad triangular. Caracterizaremos en Gltimo lugar la igualdad en (20):

Teorema 8. En las condiciones del Teorema 7, la igualdad se verifica en (20)

si y solo si se verifica en (16).
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r
Demostracién. Es evidente que si % G(Pie],...,Pien)=l se tiene
1

r
,...,Pjen)sé ZO(Piel""’Pien)< 1 verificidndose pues en (20) la
1

Reciprocamente, si E O(P;e],...,Pien) = 1, de la cadena
1

r r
1 = ? o(Pie],.. .,Pien)s; % O(Pie1"' .,Pien_l)s;1
se sigue que O(Piel""’Pien) = O(Piel""’Pien-1) y por iteracidén se obtiene

[¢ P.e P.e = “P e “
( i 1,-..’ i n) i1
con lo que

r r 2
vy G(P.e,,...,Pp.e) =zxlpel“=1
1 i1 in 1 i1
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