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SOBRE LAS ISOMETRIAS DE LOS GRUPOS
Y ANILLOS RETICULADOS

José Grané ManHeu(*)

INTRODUCCION

El contenido de este trabajo tiene un objetivo fundamental: el estudio,
clasificacién y caracterizacidn de las isometrias de un grupo reticulado. Se
introducen los conceptos de grupo de isometrias M(G) de un grupo reticulado
G, grupo de siometrias homogéneas H(G) y traslaciones T(G). Se estudia prime-
ro el caso elemental de los grupos totalmente ordenados y utilizando luego
las representaciones de los grupos (y f-anillos) en un producto de totalmente
ordenados, se introduce el concepto de conjunto admisible de Tndices asociado
a una simetrfa. Tal concepto permite, con un método que podriamos llamar de
""tomar coordenadas'', trasladar las propiedades de las isometrias a las de una
cierta subalgebra de Boole de la de las partes del conjunto de indices de la
representacidn, obteniéndose la propiedad fundamental de que toda isometria
homogénea es involutiva y morfismo aditivo. Sus consecuencias son inmediatas:
el semigrupo H(G) es un grupo, los elementos de M(G) son productos de trasla-
ciones por elementos de H(G), M(G) es un grupo y T(G) es normal en él, y el
resultado clasico, vadlido aquf, de que M(G) es producto semidirecto de T(G) y
H(G). Una vez reducido el problema del estudio de las isometrfas al del estu-
dio de H(G), se enuncian en el parrafo 4 los resultados que permiten calcular
los grupos de isometrias homogéneas de productos y sumas directas en funcién
de los correspondientes grupos de los factores. En el caso de que el grupo sea

un f-anillo, con unidad, la mayor riqueza de estructura de éste, permite apor
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tar nuevos datos al estudio de H(G): las isometrias homogéneas se correspon-
dgn biunTvocamente con los idempotentes del anillo, y la estructuré de alge-
bra de Boole de éstos es isomorfa a la que posee el grupo H(G), que aparte de
su ley de composicidn que hace el papel.de suma- posee otra operacidn que le

da estructura de anillo de Boole. Este es el contenido del parrafo 5.

Se complementa la teorTa desarrollada analizando los ejemplos siguien-
tes: el anillo de funciones continuas sobre un espacio topolégico conexo, que
no posee mas isometrias que las dos triviales; el anillo de funciones conti-
nuas sobre un espacio topoldgico localmente conexo, cuyas isometrfias homogé-
neas dependén del cardinal de componentes conexas; el anillo de funciones me-
dibles sobre un espacio medible, que posee tantas isometrias como conjuntos
medibles; el grupo LP(R), que sin ser anillo, tiene tantas isometrfias como
conjuntos medibles-Lebesgue hay en R; y los anillos de sucesiones reales, de
sucesiones convergentes y de sucesiones convergentes a cero, con los cuales
queda bien clara la relacidn entre idempotentes e isometrfas, y cémo aquellos

son insuficientes para describir éstas si el anillo no posee unidad.

g 1. Generalidades.

Sean (Q,¢,d), (Q',p,d') dos espacios métricos generalizados valorados en

el mismo semigrupo ¢, con d, d' separadoras.

Definicién 1. Llamaremos isometria de Q en Q' a una aplicacién 1:Q »~ Q'

tal que
d(x,y) =d(t(x), 1(y)), x,yeQ.

Toda isometria es necesariamente una aplicacidén inyectiva pues si T(x) =

= 1(y), serd d(t(x), t(y))= 0 = d(x,y), de donde x = y.

Un caso especial importante es el siguiente: Sea G un grupo abeliano re-

ticulado y pongamos 2= G, ¥= G+ y

dv(x,y) = |v(x) - viy)]|.
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. + PR . . . AP
Siendo v : G+ G wuna valoracidn inyectiva de G, es decir una aplicacidn in-

yectiva que cumple:
vix) + v(y) = v(xay) + v(xvy), x,yeG.

El conjunto G se convierte en un espacio métrico generalizado; si la aplica-
cién v es la identidad obtenemos la llamada ''métrica natural' en G que se de -

fine, por tanto, mediante
d(x,y) = |x-y|.

La propiedad triangular es consecuencia de la propiedad |a+b| < |a| + |b|] va -
lida en todo grupo abeliano reticulado. Se puede comprobar que esta propie--

dad es necesaria y suficiente para la abelianidad.

Definicidn 2. Llamaremos MV(G) al conjunto de todas las -isometrias de G

con la distancia dv' Si v es la identidad escribiremos simplehente M(G).

Puesto que la composicién de isometrfas es una isometrfa, y la aplica-
cidon identidad de G en G también lo es, MV(G) es un semigrupo con la compo-

sicion.

Definicién 3. Dado a G, Ilamaremos traslacion de G definida por a, ala

aplicacién

t : G-»> G

dada por

El conjunto de todas las traslaciones‘de G se designard por T(G).
Lema 1. T(G) es un grupo isomorfo a G y ademis es un subsemigrupo de
M(G).

En efecto, basta observar que t, Oty = t,.p Y que Ita(x) - ta(Y)I =

= |x-y[, x,YeG.
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El grupo T(G) es pues abeliano.

Definicidn 4. Llamaremos isometria homogénea a una aplicacion T:G + G

que sea isometrfa y que verifique la condicién T(o) = o.

El conjunto de todas las isometrias homogéneas se designard por H(G).

Lema 2. Las isometrias homogéneas son aplicaciones que conservan el va-

lor absoluto. Ademas H(G) es un subsemigrupo de M(G).

En efecto, de |T(x) - wy)| = Ix-y|, paray = 0 sale la primera propie-

dad. La segunda es trivial.

La conservacidn del valor absoluto no es suficiente para asegurar que
una aplicacién de G en G sea una isometria homogénea. Por ejempio la aplica-
cién T:G > G dada por T(x) = |xl conserva el valor absoluto y sin embargo, no
es una isometria ni siquiera para un grupo totalmente ordenado. M3s adelante
se verd que las isometrias homogéneas son precisamente las aplicaciones que
ademads de conservar el valor absoluto son morfismos de la estructura aditiva
de G.

§ 2, Estudio del semigrupo H(G).

Para estudiar la estructura del semigrupo H(G) se abordaré primero el ca
so totalmente ordenado utilizdndose luego la representacién de Ribenboim para

el caso general.

Es evidente que la identidad | y el cambio de signo -1 son isometrfas ho

mogéneas de cualquier grupo reticulado.

Proposicidn 1. Las dnicas isometrfas homogéneas de un grupo totalmente

ordenado son la identidad y el cambio de signo.

En efecto, sea 0:G ~ G una isometrfa que verifique o(o) = o. Entonces

lo(x)]| = Ikl y por lo tanto o bien o(x) = x 6 bien o(x) = -x.

Si existieran x., X

1 e€G tales que:

2
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olx,) = X #,0, o] (xz) = -xz# o

1

aplicando la condicién de isometria sale
Ix] - x2| = IO(XI) -o(x2)|= ]x1+x2|

= +(x, + x

de donde (x] - x 1 2).

2)

Si fuese X17Xy = Xt X, tendrTamos X,* X, = 0y como que en un grupo

reticulado no hay elementos de torsidn serd X, = 0; si fuese X TRYT XXy,
saldria andlogamente X, = o. Por tanto 0 debe conservar o cambiar los signos
en bloque.

Obsérvese que en este caso es H(G) = z, (grupo de dos elementos) y que
todas las isometrias homogéneas son biyectivas y morfismos de la suma del

grupo G.

Podrfa pensarse que esta condicién H(G) = Z, es caracteristica de los

2 :
grupos totalmente ordenados, pero no es asi. Veremos mas adelante un ejemplo

de grupo no totalmente ordenado que la verifica.

En el caso general de un grupo reticulado G arbitrario debemos utilizar

una realizacidn concordante §:G+ II G_ que sabemos que existe siempre. En
: x€e X
adelante, para simplificar las notaciones, identificaremos, si conviene, los

elementos de G con sus correspondientes imdgenes en I G_. Las propiedades

X€ X
de que goza O permiten hacerlo.
Sea ceH(G), y pongamos
= = '
(@) = (g) 0y (0(a)) = (8" )y

se verifica la siguiente igualdad en 1 G
x€X

que, por la conmutatividad de 6 con el valor absoluto y el orden del produc-
to:
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(1g!]) = ( ),
& x€EX 9, xEX

de donde:

lo, | = la | wxex.

108

Por ser cada grupo Gx totalmente ordenado, deducimos que los elementos g;,gx

son iguales salvo quizis el signo. Esto nos lleva a definir los conjuntos

Jg = {xeX/g)‘(#gx} = {xeX/g)‘( = -gx#o}
J; = {x€X/g;=gx}.

Tenemos el siquiente
Lema 3. Si JO = U J CX, entonces se verifica
ge6 9

Jg = Jg N sop (f), vy feG.

siendo sop (f) = {X/Fx¢o}.

En efecto, por una parte se tiene Jf - JO y Jf Csop (f), puesto que si

ile sera fi = —fi#o y por tanto i€sop (f). Tenemos pues:

Jf C JO Nsop (f).

Sea ahora kéL,N sop (f). Se tendrd, por un lado, que

kedy = U

geG 9

o lo que es lo mismo, existe un geG con kng. Por otro lado kesop (f), es de-

cir fk¢o. Se verificarad en cualquier caso, si ponemos f = (fx)
x€X
y con anadloga notacidén para g, que:

| @) - () = lley - (F) |,

xeX X€eX X€X XEX

O (F)=(f!)

XEX

’
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por ser ¢ una isometria.
De la igualdad anterior resulta
(gt - 1) =g -fD
X X ex xOxXex

y por lo tanto, VYxeX: |g; - f;l = 'gx - fxl.

Pueden ocurrir dos casos:

X X X
[ R, -
2) Ix fx fx Ix
Si supusiéramos fL = fk, de la posibilidad 1) tendrfamos g& =9y, absur-

do si kng; de la posibilidad 2) y de kng tenemos g& = "9 de donde -fi = fk
lo cual implicaria, junto con fé = fk’ que fk = o, absurdo si kesop (f). Dedu

H 1
cimos que fk#fk y por tanto kle.

E1 conjunto JO asT definido depende solamente de la transformacidn
GeH (G) .

Definicidn 5. Llamaremos conjunto admisible de elementos de X, correspon

dientes a 0€H(G), al conjunto de Tndices Jy antes definido.

Nota. Obsérvese que esta definicién depende esencialmente de la realizacidn

del grupo que se considere.
Proposicién 2. La transformacién O€H(G) opera de la siguiente manera:
g (f) = (f)
X xex X xex
Vo . c Voo .
con fx fx si XGJO y fx fx si erO.

En efecto, tomemos f = (fx) €G. Tendremos Jf CJgyy por lo tanto
X €X
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f! = -f #o xeJ
X x f

o (f) = (f') con
X xex fl = f x£J
X X f

ya que si ero , puede ser xEJf 6vxtJf, pero en este caso x£sop(f). Si esto

= I = =t i a b= .
ocurre f =oy f =o oo ST xbJy serd xbJoy f = f

La transformacidn Cactla por tanto ''cambiando los signos'' de las compo-

nentes de Jg, y dejando los mismos signos en el complementario de J;.

Por comodidad de notacién introducimos la aplicacién € : X ~ {+ 1, -1}

J
para J CX definida por

Escribiremos €. , en lugar de € (i).
. i,Jd J

Con esta aplicacidn podemos escribir '"simbdlicamente'':

o(f ) = € . f
x xeX g x €X

Como consecuencia de lo anterior, tenemos

Proposicién 3. Toda transformacién ceH(G) verifica

Corolario 1. E1 semigrupo H(G) es un grupo abeliano.

Corolario 2. El grupo H(G) es suma directa de grupos-de dos elementos.

Hecho que proviene de la teoria de grupos de orden acotado [ 20].

Corolario 3. Toda transformacién 0:G + G tal que o(o) = o y que conserve

la distancia es necesariamente biyectiva.

Proposicién 4. Toda isometria homogénea OEH(G) es un morfismo de la suma.
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La demostracidn sale del hecho que 0 actda sobre g multiplicando los

componentes de g por (ex ), operacién que es evidentemente distributiva.

,JO
Corolario 1. Los elementos de H(G) son exactamente las aplicaciones que

conservan el valor absoluto y que son a la vez morfismos de la suma.

En efecto; si 0:6 » G verifica |o(x)] = |x| vy alx +y) =g(x) + (y),
entonces o{o) = o y ademds |o(x) - o(y)| = |o(x-y)| = |x-y|. El reciproco ya

se ha visto.

Proposicidon 5. La familia de conjuntos admisibles es cerrada por diferen

cia simétrica, complementacidén, y adem3s contiene al # y al conjunto X.

Si o= 1, entonces J0 =@ y si o= -1 entonces J0 X. Ademas Jo°r= JAJ

g 1’
pues si J,K C X se verifica por comprobacidn directa en todos los casos,

€x,J " Ex,k - Ex,J A K

Definicién 6. Dados G y la realizacién 6:6 » I Gx; I € X es un conjun-
) x€X
to "truncador' si para todo (gx) €G, el elemento obtenido anulando las com
xe X

ponentes fuera de | es también de G.

Seréa Gtil‘la siguiente aplicacion GI:X + {o0,1}, dada por:

Escribiremos Gx en lugar de Gl(x).

y

Evidentemente se obtienen las siguientes reglas de cdlculo simbdlico:

Etl =01 TS S S T Ny

La definicion anterior puede reformularse asft:

| es truncador si y sélo si (gx) €G implica (gx'G
x€ X
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Lema 4. Si | es truncador, 1€ también lo es.

Basta observar que § c=1-¢ de donde
X, | X, |

‘Lema 5. La familia de conjuntos truncadores es cerrada por interseccion.

En efecto, sean 1,J CX truncadores. Entonces si (gx) €G también sera

x€eX
de G el elemento (gx- 6x I) por ser | truncador, y también el elemento
’ xeX .
(gx‘Gx l'dx J) por ser J a su vez truncador. Pero este Gltimo elemento no
’ ’

xeX
es mds que

(9,8, 1 )
x€ X

lo cual indica que | N J es truncador.

Proposicién 6. J C X es admisible si y sélo si J es truncador.

En efecto, supongamos primero que J es truncador. Entonces JC también lo

es y si (gx) €G, también (g *§ |) €G vy (gx'(Sx |c) e¢G. Por consiguien-
XE X 7T xEX ’ X€ X

te de = c - resulta que la correspondencia
8x,l 6x,| CSx,I q P

es una isometria cuyo conjunto admisible es I.

Reciprocamente, sea | admisible correspondiente a la isometria T. Si geG,

también es del grupo G el elemento !

(tlg,)v o) + (-1(g_) ro)

pero si g = (g_) y ponemos

"U
I

{ x€x /gx >o0 }

=z
Il

{ xex /gx<0}

tendremos:
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(g.) = (g & )
X xeX  + X KPR ex
t(g,) = (g_6 ) = (9.8, 6 ,c) ~-(g_&
+ X X,p X, | xeX IXTX,PpUX, | xeX XX, p X, | xeX
t(g)vo= (g8 & ,c) =(g8 g .
+ X X,p X, | xeX X X,p N1 xeX
y anilogamente
-t(g_) Ao = (gxéx’N Aic)
X€X
de donde
T(g+)v o+ (-t(g) A°)=(gx6x,P o) IC) +(gx(sx NN |c)
X x€eX
_(gXGX,|c) )

pues aunque P y N no son disjuntos, se cortan en Tndices que corresponden a

componentes nulas, cuya suma es o. Por tanto | es truncador.

Proposicién 7. La famflia Ad(X) de conjuntos admisibles es un algebra de

Boole subdlgebra de P(X).

En efecto, la familia es cerrada por diferencia simétrica por la propo-

sicién 5, y cerrada por interseccidon por el lema 5.

Proposicién 8. La correspondencia H(G) - Ad(X) dada poro.—)-Jc es biyectiva.

En efecto, es epiyectiva por la misma definicién de Ad(X). Adem3s si

J0 = JT , puesto que la definicidn de 0y T es
alg,) =(g, e, )
X xeX x X'Io Xx€ X
T(gx)xex = (g, €1 )
T x€e X
Y € =€ -si y sblo si | = J, se deduce que o y T coinciden.
X, | X,J

Corolario 1. El grupo H(G) es el grupo abeliano subyacente de un anillo
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de Boole.

Las operaciones del grupo son la composicidn ¢ , T que corresponde a la
diferencia simétrica J0 A JT en Ad(X) y una nueva operacién que designaremos

o * T que corresponde a la interseccidn Jc r\JT. Hay que aclarar que la ope-

racién g%t depende en principio de la representacidn considerada. Veremos

mis adelante, en el caso de f-anillos, que tal operacidn es 'natural'' y no

depende mds que del anillo A.

Ejemplo 1. Grupo reticulado no totalmente ordenado que solamente admite

dos isometrias homogéneas.

Sea  un espacio topolégico conexo y G =¢ (Q ) las funciones reales con-
tinuas sobre Q. Es evidente que G es un grupo reticulado, que no es totalmen-
te ordenado si  no estd reducido a un punto. Ademids G C Rﬂ y esta inclusidn

es una realizacidn concordante de G,

Evidentemente G posee las dos isometrfas homogéneas + ldentidad. Suponga

mos que g €H(G) fuese distinta de ellas.

El conjunto IC Q admisible, asociado a 0, serfa no vacfo y distinto de

Q. Entonces

(o6 f)(x) = -f(x), si xel

(o F)(x) = f(x), si xel°,
De la igualdad =1 U 1€ y de la conexidn se deduce que uno de los dos
I, 1€ no es abierto, digamos |. Entonces si 0€l, y a no es interior a |, se-

rd o€l, o €l y por tanto Q€dl# 0.

Tomemos sobre { una funcién continua no nula, por ejemplo la constante

f(x) = a, yx€Q. Entonces o(f)€G seria,

o(f)(x) = -a, XE€ |

o(f)(x) = a, xel°.

Sean (x ) , (yv) dos redes convergentes a o de puntos de | y de I,

HEM VEN
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respectivamente. Por la continuidad de f tendrTamos que (f(x )) , (f(yv))
LeM veN

convergerfan a f(a), pero f(xu) = a, yueM y f(yv) = -a,yveN; lo cual dice que

a=f(a) = -a lo que es absurdo. Luego & | & 1 son vacios y H(G)= 2 2"

§3. Estudio del semigrupo M(G).
El estudio de M(G) se reduce, como en el caso cldsico, a la descomposi- .
cidén de los elementos de M(G) en productos de traslaciones por isometrias ho

mogéneas.

Lema 6. Toda isometrfa es producto de una traslacién por una siometria hou-

mogénea.
En efecto, sea geM(G). Consideremos la traslacién t, con a = -g(o) y el
producto
o, =t_ o0
1 a

evidentemente 0, es una isometrfa y ademis 01(o)=ta(0(o))=0(o)-0(o)=o. Luego

tenemos

Corolario 1. Toda isometria es una aplicacidn biyectiva, y su inversa es

una isometrfa. M(G) es un grupo con la composicién.

; 1 .
Basta observar que 0 = 0, o ta si o= taoc

1 1°

Proposicidn 9. El grupo T(G) de las traslaciones es normal en M(G).

En efecto, sea taeT(G), hace falta demostrar que go t, o o-‘eT(G),

v ceM(G). Pongamos O=t0(o)o 0,» cono eH(G). Entonces

1

og, ot_o 0-] ot
o (o) 1 a 1 -5 (o)

Es suficiente ver que o, o tacc;] es una traslacién. Pero g0 t_o 0;1(x)=

1
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-1

=0 (01

i (x)+ a) = x + cl(a) por ser o, morfismo. Esto demuestra el enunciado.

Proposicidn 10. E1 grupo M(G) es producto semidirecto de H(G) vy T(G).

En efecto, se verifican las condiciones:

1) M(G) = T(G) o H(G) (por Lema 6).
2) T(G) es normal en un M(G) (por Proposicién 9).

3) T(G) N H(G) = {1}

que aseguran el enunciado.

§4. Grupo de isometrias de un producto y de

una suma de grupos reticulados.

Sean {Gi}’ i €l una famflia de grupos reticulados y G =1II Gi su producto
iel
como grupo reticulado. Se verifica la siguiente

Proposicién 11. El grupo de isometrias homogéneas del producto de grupos
reticulados Gi es el producto directo de los grupos de isometrias homogéneas

de los factores.

14
=]
T
=
)
—

H( T G.)
i€l i€l

Establezcamos primero una aplicacidon

7
hif H(Gi) + H(TI Gi)

i€l i€l
de la siguiente forma: dado un elemento (Ti) de I H(Gi)’ definimos
iel i€l
" (Ti) : G > G
i€l
tal que - ¢ (r.) (g:) =(r;9;)

. i,
i€l i€l i €l
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Se verifica:

|=

le (1) (x;)  -¢ (Ti)i (v;) I|=|(Tixi-1iyi)_e
i €l

i’ . .
i€l i€l €l i€

1
=)
x
1
a
<

= Xyl el =Gy s

iel i€l

y esto justifica la definicién pues ¢(Ti) €H(G).
i€l
¢ es un morfismo ya que:

) (Ti)(ci) (Xi) = w(rioi) (xi) = (Ticixi)=
= w(ri)(oixi) = ¢(1;)¢ (0;) (x,) de donde sale

e () (o) = wlr) elo)

La aplicacidn ¢ es inyectiva ya que si tenemos ¢(Ti) = identidad, es

¢(Ti)(xi) = (Tixi)=(xi) y por tanto T, = identidad para cada ie€l.

Dado teH(G), pongamos t(0,...,x.

|""’°)=(ai) . Pero_|T(o,...,xi,...o)|=

iel
= [(o,...,xi,...,o)| = (o,...,|xi|,...o) = (|ai|) , con lo que a; =0 si
. iel

pAy ol =xl
Hemos definido pues Ti tal que o =T X de forma que para todo i€l, tene-

mos T.: G > G, que verifica Ti(o) =0 vy ITi(xi)[ = |xi|, con esto y por ser

morfismo Tie H(Gi)'
Para ver la epiyectividad de ¢ bastarid comprobarse que T=¢(Ti) . Dado

iel

(x.) I G, pongamos T(xi) = (yi) . Tomando un jel consideremos el ele
iel el el el '

mento (o,...,xj,...,o). Por un lado T(o...,xj,...o)= (o...,zjj,...o) y por

otro lado [T(xi)i | 4r(o...xj...o)| = !(yi). I-(o...zjj...o)| =

€ ie

=] (x,) -(0 vvv X, ... 0) |= | (z )| = (con z. =0) = |z . lgualando
iel J k kel J | kl kel
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términos sale y_j -zjj = 0 de donde T= ¢(Ti) . Es pues un isomorfismo y se
i€1

acaba la demostracidn. :

(Para abreviar notacién, hemos designado por (o ... %, ... o) al elemen-

to de 1l Gi’ que tiene en la componente i-ésima el elemento xiGGi, y las de-
i€l
mis todas nulas).

Corolario 1. Si G = 1 Gi’ entonces:
i€l

D(G)= I G, x' I H(Gi) (producto semidirecto)
i€ | i€1
Corolario 2. El producto de grupos totalmente ordenados I Gi tiene por
i€l

grupo de isometrias homogéneas al grupo Z;.

En efecto, basta aplicar la proposicidn anterior y que el grupo de isome-
trias de un grupo totalmente ordenado es Z2'

Sea ahora {Gi} una familia de grupos reticulados y Z G, su suma di-

i€l i€l

recta. Se verifica la siguiente

Proposicidn 12. El grupo de isometrias homogéneas de una suma directa de
grupos reticulados Gi es el producto directo de los grupos de isometrias homo

géneas de los factores

H(Z G6.) = T H(G.).
el ! i€l !

La demostracidn es andloga a la de la proposiciéon 11, con los cambios ne-

cesarios.

Corolario 1. Si G = £ G. entonces
i€l

p(G) = Z Gi x' I H(Gi) (producto semidirecto)
i€l i€l

Corolario 2. La suma de grupos totalmente ordenados 2 Gi tiene por gru-
_ i€
po de isometrias homogéneas el grupo Z;. el
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EJEMPLO 2. Grupo reticulado de funciones reales continuas sobre un espa-
cio topoldgico localmente conexo.
Sea X un espacio topoldgico. Se verifica que X = U X., siendo Xj
jed
nentes conexas de X que son cerrados en X. Supuesto X localmente conexo, las

compo-

componentes Xj son ademas abiertos.
En este caso se verifica
g(X) = I 2(x.).
jed J

Efectivamente, tenemos el morfismo natural de grupos

£2(X) +2(xj),

dado por la restriccién de una funcidn continua sobre X a la componenete Xj‘

En consecuencia, tenemos elmorfismo
2(X) » T &(X.)
jed
que es un isomorfismo.

Si fel(x) es positiva, todas las restricciones son positivas. Al revés,
si f es tal que todas sus restricciones son positivas, es necesariamente posi

tiva. E1 isomorfismo anterior lo es pues también de orden.

Finalmente puesto que

el morfismo es reticular.
Esta Gltima afirmacidn, junto con la proposicidn nos permite asegurar
H2(X)) = T H(&(X.))
je )

pero como ademis H(Z(Xj)) =7z, por el ejemplo 1,
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HOUX) =23,

siendo J el cardinal de componentes conexas de X.

Si X no es localmente conexo, el morfismo

2 (x).+ ng JL(xJ.)

no es epiyectivo, y en consecuencia lo anterior no es valido.

§5. Estudio de las isometrias de un

f-anillo reticulado.

~Sea A un f-anillo conmutativo y con unidad. La estructura del grupo reti-
chado subyacente de A permite aplicar los teoremas de los apartados anterio--
res al estudio de H(A), T(A), y M(A). Pero la estructura adicional que ahora

posee A permite precisar mas la estructura de H(A).

Se verifica el siguiente

Lema 7. | CX es admisible si y sdlo si

es un elemento de A. (A los elementos del tipo anterior los llamaremos "indica

dores'').

En efecto, supongamos IO admisible. Entonces -1€A y por lo tanto

o(-1) v o eA.

).

Pero o(-1) v o es precisamente (§
: X€ X

X, |

Reciprocamente, sea @, €A. Entonces 1- @l'= wlc €A y si f €A el elemento

f. $lc - f. ?,
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es también de A.

La correspondencia T: A -+ A dada por

es isometrfa homogénea que tiene precisamente por conjunto admisible el I,

pues

fopc - fop = (f .6 ) -(f..8 ) =(f .8 ) .
|1 | xx,I¢ cex X x, | cex - X X, | <EX

Proposicidn 13. Existe correspondencia biyectiva entre las isometrias

homogéneas de A y los elementos idempotentes de A.

cada elemento indicador wleA.eé un elemento idempotente pues-

En efecto,
to que si
v =(s5_,) -serd (g) (8. ) =@6_,) =v
! X, | x€X ! X | xeX x| xeX I
de la igualdad 62 =3 .
X, | X, |

- . . 2
Reciprocamente sea eeA idempotente, es decir tal que e~ = e. Pongamos

se verificara

X X
X€EX X€E X

e, x€X. Pero como que cada Ax es wn anillo totalmente

y por lo tanto ei
tal anillo, los Gnicos idempotentes son o y 1 resulta que

ordenado, y en un

e, =8, para I={xeXlex=1x}.

Luego e = (2E
“Designaremos por ld (A) al conjunto de elementos idempotentes de A.
Corolario 1. Si A es un f-anillo conmutativo y con unidad y 6:A > Il Ax
xe X
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una representacién, los conjuntos Ad(X), H(A) y 1d(A) admiten pares de opera-

ciones que los convierten en adlgebras de Boole isomorfas.

Las operaciones son:

3) En Id(A) : esoe' =e +e' - 2e.e', e.e'

En efecto, las dos primeras algebras ya se han estudiado anteriormente.

ET isomorfismo de la primera y de la tercera sale de

17 =¥ + ¢J -29

I AJ | I'nJ

M IRR{IRA)

para los elementos indicadores.

La consecuencia que deducimos es que H(A) tiene en este caso una caracte-
ristica independiente de toda representacion del anillo A, pues solamente de--
pende de los idempotentes de A. No era asT el caso de los grupos, ni lo seria

tampoco el caso de anillos sin unidad, como se verd en los ejemplos que segui-

ran.

Proposicién 14. Si el f-anillo A es un cuerpo, entonces H(A) = Z,-

Basta observar-que en este caso A es, necesariamente totalmente ordenado.

Proposicidon 15. Si {Ai}iel es una familia de f-anillos reticulados, con-

mutativos y con unidad, entonces el f-anillo A = [- A. tiene por ilgebra de

iel
Boole H(Ai)'
En .efecto, dado el isomorfismo H(A) = 'gl H(Ai) ya conocido para la estruc
i c
tura aditiva, basta comprobar que Id(A)=TII Id(Ai) y que la correspondencia

conserva el producto.

Esto nos dice, a la vista de la proposicidon 13, colorario 1, que si

o, T€H(A), con O=(0i) s T=(Ti) , entonces 0 * T= (Oi*Ti) y el isomor-
iel iel iel
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fismo

H(A) = T H(A,)
i€l !

lo es de dlgebras de Boole.

Proposicidn 16. Dada un dlgebra de Boole cualquiera B, existe un anillo

conmutativo y con unidad A, tal que H(A) = B.

En efecto, por el teorema de la representaci6n de Stone, existird un con
junto X tal que B sea sub-3lgebra de P(X). Consideremos el anillo X que es

conmutativo y tiene unidad.

Sea A el conjunto de elementos de zX del tipo

¢I funcidn indicatriz de conjuntos IieB y los niGZ nulos todos salvo un nime
i

ro finito. Por su misma definicidn estos elementos forman un subgrupo de 2
cerrado respecto a la suma. Ademads, la condicidén ¢|.¢J =¢| ny nos dice que
son cerrados respecto el producto. Luego A es un anillo, subanillo de ZX. Es

conmutativo y tiene unidad ¢X. El anillo es reticulado, pues dados 2 n; ¢l ,
i i

Z m. ¢l., podemos encontrar expresiones para ambos que tengan en comdn los
J
conjuntos basicos Ii (por ejemplo tomando todos los li‘n Ij)' Entonces
(Zn el YV (Zm oI, )= Zmix (n ,m) ¥
K k k- K k k K k’ 7k lk
(Zn @l V)ANEm e, )= Zain (n,,m) ¥
K k k K k 'k K k’ 'k Ik

Es evidente que los (nicos idempotentes de A son los Wl y por lo tanto

H{A) = B
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§6. Ejemplos.

3) Funciones reales continuas sobre espacios

topolébgicos.

Sea X un espacio topolégico y £ (X) el f-anillo de funciones reales con-
tinuas sobre X. 2 (%) es un anillo conmutativo y con unidad y podemos aplicar
los resultados del §5. El dlgebra de Boole H(2 (X)) serd el &lgebra de Boole
de idempotentes de Q(X), que a su vez son las funciones indicatrices de

A
conjuntos A C X. Se verifica el siguiente

Lema. La funcidn ¢A:X + R, indicatriz de A es continua si y sblo si A es

abierto y cerrado a la vez.
La demostracidon es conocida.

Resulta que el algebra de Boole de isometria homogéneas de 2(X) es iso-

morfa al 3lgebra de Boole de abiertos y cerrados de X.

Si el espacio X es localmente conexo entonces se verifica X =U X., Xi
i€l
componentes conexas de X (la reunién es disjunta). Entonces se verifica que
los conjuntos abiertos y cerrados de X son precisamente las uniones de compo-

nentes Xi'

El dlgebra de Boole de abiertos y cerrados es P(1), lo que concuerda con
el tratamiento de este mismo ejemplo en 5k, ya que como algebras de Boole, P(I)‘
y Z; son isomorfas con la correspondencia que asigna a cada parte de | su in-
dicador valorado en 22. A la diferencia simétrica de conjuntos corresponde la
suma de indicadores, y a la interseccidn el producto. Queda por tanto en este
caso H(2(X)) = P(I)=ZI. Si X es conexo sale 2(X) =Z,; como se habfa visto di-

2
rectamente en el §2.

4) Funciones reales continuas con soporte

compacto sobre un espacio topoldgico X.

Si X es un espacio topolégico, sea 2 (X) el anillo de funciones conti--
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nuas con soporte compacto valoradas en E. £'(X) es un anillo, que no bosee
unidad a menos que X sea compacto. Al carecer de unidad no se puede asegurar
ya que isometrias homogéneas de &' (X) estén en correspondencia biyectiva con
los idempotentes de £'(X). En rigor, a cada idempotente de &' (X) corresponde
un elemento de H(2' (X)), pero hay elementos de H(%'(X)) que no provienen de
ningln idempotente. Sea por ejemplo X un esﬁacio cuyas conponentes conexas
sean compactas pero que X no lo sea, X = i:ﬁ Xi’ Xi compacto (necesariamente
| debe ser un conjunto infinito). Podemos tomar para concretar una suma topo-
16gica de infinitos intervalos cerrados de la recta real. Las componentes co-
nexas son tales intérvalos. Entonces los idempotentes de %' (X) son exactamen-
te los indicadores de un nimero finito de componentes, los cuales naturalmen-
te dan lugar a una isometrfa de 2'(X). Pero podemos obtener isometrias que no
provengan de idempotentes, por ejemplo, efectuando un cambio de signo de infi
nitas componentes conexas. En concreto en este caso el algebra de Boole

H(%' (X)) serfa P(l) mientras que los idempotentes no formarfan dlgebra de

Boole al fallar la unidad y la complementacidn.

Si X es conexo, %' (X) no admite mas isometrfas que la identidad y el cam

bio de signo.-
5) Funciones medibles e integrables.

Sea X un conjunto, a una subilgebra de P(X) y u:a » R una medida.

Llamemos M(X) al conjunto de funciones reales medibles respecto de a vy
U. Evidentemente M(X) es un anillo representable en RX de forma natural. Este
anillo evidentemente es conmutativo y posee unidad. Sus idempotentes‘son pre-
cisamente las funciones caracteristicas de los conjuntos medibles y el &lge--

‘bra de Boole que forman es la misma dlgebra a. Tenemos pues
Hm(X))=a

Lo anterior es valido por ejemplo para X=F, con a el &dlgebra de conjun-

tos medibles en el sentido de Lebesgue y u la medida de Lebesgue.

Dentro del anillo anterior consideremos, por ejemplo, el subgrupo XP(R),

que no es un anillo puesto que no es cerrado por producto. Sin embargo la re-
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presentacidn de anillos

;ﬁp(}?) > &

sigue siendo representacidn de grupos.

N

Tenemos que un subconjunto | C R es truncador para Sﬁp(R) si y s6lo si es
medible. En efecto, si fe £P(p) e | es medible se verifica, |f| et (p),
¢'.|f| < |f| y por tanto ¢|.|f|€;£p(R) de donde ¢l.fe p'(R) ya que su valor ab

soluto también lo es.

Reciprocamente si | no es medible, tendrd una parte acotada 1'C [a,b]

no medible. Entonces ¢[a e£P(R) pero w[a b’ ¢l€ip(R) y el conjunto | no es

,b]
truncador. Obtenemos que HZP(R)) es el dlgebra de Boole de conjuntos medi-

bles Lebesgue.
6) Sucesiones de nimeros reales.

Sea S el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales. Con las
operaciones de suma y producto puntuales S se convierte en un anillo, que es
precisamente RN. En S tenemos un orden puntual que es evidentemente reticula-
do. Se tiene H(S) = Zg.

Sea ahora C, el conjunto de sucesiones convergente hacia algdn limite.
Evidentemente C C S y pongamos el orden puntual en C: {an} =0 si a, = o,

y NEN. C es un anillo reticulado conmutativo y con unidad, y la inclusidn

C S es una representacion de C.

Al poseer C unidad, podemos estudiar H(C) por medio de los elementos
idempotentes. Para que una sucesidn valorada en {o,1} sea convergente, debe
ser constante a partir de un lugar. Luego los conjuntos truncadores son los
finitos y sus complementarios, y solamente éstos. El dlgebra de Boole H(C) es

‘precisamente la PFC(N) finita-cofinita de ¥ formada por las partes finitas de

N y sus complementarios.

Si designamos por CO el conjunto de sucesiones convergentes hacia cero,
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obtenemos de nuevo un anillo, ahora sin unidad. Para estudiar H(CO) debemos

forzosamente tomar en consideracion los conjuntos truncadores de Co CR . Pe-

ro es cierto que si una sucesidn tiende a cero, truncada por cualquier conjun

to de Tndices sigue teniendo 1Tmite cero. Por lo tanto H(CO) = P(N).

cer

De todos los ejemplos anteriores podemos deducir que no se puede estable

en principio ninguna relacidn entre las adlgebras de isometrias homogéneas

de un grupo y un subgrupo.

[
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