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SULLE EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE
CON INCREMENTI VARIABILI.
(*)

Costanza Borelli Forti - Istvdn Fenyo

ABSTRACT
Let X be an arbitrary abelian group and E a Banach
space. We consider the difference-operators At defi-
ned by induction:
(Af) (x3y)=Ff(x+y)=Ff(x), (Anf)(x;yl,...,yn) =
=" 5y ,)) (sygen. sy, )
(n=2,3,4,..., M=b, @y, eX, i=1,2,...,n; f:X > E).
Considering the difference equation (Aan(x;ylyg,...,yn)
=d(x;y1,y2,...,yn) with independent variable increments,
the most general solution is given explicitly if
d:xx<X* + E is a given bounded function. Also the most
general form of bounded functions in the range of A"
s determined.
Another type of operator, designed by Ag 7s defined by
(A2f7(x;y):f(x+2y)—2f?x+y)+f(x),
(8 0 (5 g, )= (B f) (Y ) €5y gy, ).
(n=2,8,4, .. ., 1,
the same conditions as above the most general solution
of the equation Agfbd 18 established.

Zhys x,yieX, 1=1,2,...,m) and under

‘e
) Lavoro svolto nell'ambito del G.N.A.F.A.-C.N.R.
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1.- Lo scopo del presente lavoro e di sviluppare un metodo per risolve-
re 1'equazione fondamentale alle differenze non omogenea, dove gli incrementi
sono variabili indipendenti. Questa & una equazione funzionale lineare non
omogenea che sotto certi aspetti ricorda 1'equazione funzionale non omogenea

di Cauchy.

Sia X un gruppo abeliano e sia E uno spazio di Banach con la norma | | .

Indichiamo con G lo spazio vettoriale delle funzioni definite su Xx X"

1,n
(n=1,2,3,..) con valori in E:

6, ={f[Fxx > E} (n=1,2,3,...)

G1’0={f|f:X - E}.

Sia inoltre k un multiindice n-dimensionale, cio® k=(k,,k2,. .,kn)eNn (N e

1'insieme dei numeri interi non negativi) e poniamo |k[=k1+k2+...+kn.

Definiamo 1'operatore lineare A:G -+ G nel modo séguente
} 1,n 1,n+1

(1) @R GGy g ae Y Y )= F Oty sy ey )= F Gy Ly )

n+1

xeX, (YI’YZ""yn+])€X _,,feGl’n.

A agisce dunque soltanto sulla prima variabile, mentre la variabili

(AR ZTREEA svolgono il ruolo di parametri.

. . - . n, - .
Per induzione definiamo 1'operatore A 'Gl,p -+ Gl,p+n (p 0’1’2’3"7"

n=2,3,4,...) nel modo seguente

n-1

(1.2.) A"=""1a, dove a'=n

o, piu dettagliatamente,

n . _(an-1 . _(an-1 .
070 G5y qa ey g =07 T Oty sy oy )= 00 TR Oy ey )

Indichiamo con F1 n il sottospazio di G] n costituito dalle funzioni 1i-
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mitate, cioe fe F se feG e
1,n 1,n
n
(1.3) I Fll=sup L FOGY ey Me xeX, (v ,een,y JeX Jew,
Nel seguito F] n verra pensato come spazio di Banach con la norma definita

dalla (1.3).

2.- Vogliamo partire da un teorema di D.H. Hyers che sara fondamentale
per le nostre considerazioni ([2]). Secondo questo teorema, ad ogni funzione
feG1’0 con la proprietad che AnfeF1’ne HAan<C, dove C & una constante, & asso
ciata una funzione PeN(A") tale che |[f-P[l<C (con N(.) indichiamo il nucleo
dell'operatore .). Inoltre se chiediamo che f(0)=P(0), allora tale funzione

P & unica.

Il nostro interesse & rivolto all'equazione

(2.1) A"f=d,
dove deF1 n ¢ una funzione data, mentre feG] 0 é la funzione incognita. Sia
’ ’
ora V1 0 il sottospazio di G1 0 constituito dalle funzioni g tali che AngeF1 n
I ’ ’
Se 1'equazione (2.1) ha una soluzione f, allora per il teorema di Hyers sopra-
citato esiste un'unica funzione P6N(An) tale che f—PeF1 0 € P(0)=f(0) e la de
’
composizione f=P+(f-P) mostra la validita della relazione V1 0=N(An)®F] 0
Inoltre si ha che la restrizione di A" a F{ 0 € iniettiva, esiste quindi un
. n ’
operatore lineare V 'Fl,n - F],O tale che
AMyA"N = A",
cioe V" & una inversa algebrica interna di A". Ovviamente v" & 1'inversa (in
senso usuale) della restrizione di An a F1 0

In questo modo se deR(An) (R(.) & il codominio dell'operatore .) la solu-

zione generale della (2.1) ha la forma

fF=v"d+p,
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dove P & una funzione arbitraria del nucleo di An.

Tenuto conto delle considerazioni precedenti, per trovare la soluzione

generale di (2.1) e sufficiente risolvere 1'equazione

n =
(2.2) (& |F],O)f d,
supponendo che deR(An|F1 0)=R(An)r1F] e Per semplicita scriveremo AnIF] 0=An
’ 3 ’
e determineremo una soluzione di (2.2) con feF1 0

Teorema 1.- Se n>1 e deR(An)r\F] n é una funzione data, allora la solu-
’

[y

zione di (2.2) e

n-1 ) ko ko
(2.3)  f(x)-f(0)= ﬁ:l%jT—- T 2 Ikl g5 M hx,2 M1 072, ol oIkl 2
2 ke n

=(W"d) (x), (xeX).
DIM.- Sia n=2, allora A2f=d, cioé in forma dettagliata,
-— . 2
Oty 4y, ) = F by ) =F Oty )+ () =d (x5y,,y,) 5 (xeX, (vq,y,)ex").
Ponendo x=0 si ha f(y1+y2)~f(y1)-f(y2)=d(0;y1,yz)-f(O), Y Yp€X. Questa &
esattamente 1'equazione di Cauchy non omogenea gid risolta in [1], abbiamo

quindi.

= z’kd(o;zkx,zkx).
keN

(2.4) f(x)-f(0)=- ;—

Supponendo ora che la formula (2.3) valga per un intero positivo-n-1, dimo-

striamola vera per n. Per la (1.2) é

(2.5) h A" f=a""T (AF) =d.

Poniamo f1(x;y])=(Af)(x;y )=f(x+y1)-f(x) e osserviamo che

1

(2.6) 05y )=F(y,)-F(0), yex.
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Considerando Y4 fissato, segue dalla (2.5) che
(") (¥ 107y )= 5y ) (Ky, 5 s+ oy )=d (x; )
I’ 17 2) b n 1 A ] b 2’ 3"' n ’Y]»er"yn .

L'ipotesi di induzione applicata alla formula precedente di:

_q\n-2 i k , ,
fl(x;yl)'fl(O;y1)= i—l%:i—- z e 2 |k |d(O;y],Z n 2x,...,2|k lx,zlk |x),
2 k'eN ’
dove k’=(k1,kz,..,kn_2)eNn_2; oppure, ricordando la definizione di f],
_qyn-2 et k 1 1
f(x+y])-f(x)-f(y])= i—l%j7~ z 2 |k |d(O;y],Z n 2x,..,2Ik Ix,jkl x)-f(0).

2 KreN"”

Considerando ora nuovamente y, come una variable indipendente, 1'equazione
sopra scritta &, rispetto ad f, di nuovo una equazione di Cauchy non omoge-

nea; si pud quindi applicare ancora il risultato di [1], ottenendo
_yn-1 ki k . ok +k ko ]k
Flx= Dz 2 " T ggos2 Ml 2 P12 gt
2"k eN k'eN"
n-1
kn-1+|kI
x)+f(0),

e questa e esattamente la (2.3). L'ultimo passo & lecito poich& la serie che

. . . 1
compare nelle nostre considerazioni e assolutamente convergente.

3.- Sorge ora spontaneo il problema di caratterizzare le funzioni d:xxX">E
che appartengono al codominio di An. Il seguente teorema risponde al quesito
proposto.

Introduciamo, por ogni keNn_1, 1'operatore Hrgk):G1 n-1" G1 0 cosi definito

k k

BN (=p(2 e,z 2

x,-u,ZIkIX), xeX.
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Teorema 2.- Una funzione deﬁ n appartiene al codominio di A" se e solo se.

esiste una funzione weF] n-1 tale che
3

-1
. _ et Ikl A KDy (xs
(3.1) d(X,Y],...,Yn)— —Z—W kEENn_.‘ 2 (A Hn w) (ny]y-.~,Y"n),

n
x€eX, (y],...,yn)eX .

DIM.- Se deR(An)ﬂ F] n’ allora esiste una funzione feF soddisfacente la

1,0
(2.1). In questo caso f(x)-f(0) ha la forma (2.3) e sostituendo 1'espressio-

ne di f in (2.1) si ha esattamente la (3.1) con w(ZI,..,zn_1)=d(0;1,.,zn_1;n_ﬂ;
abbiamo dunque provato la parte necessaria della proposizione.

(k)
n
operatore limitato su F] 0’ possiamo, nella (3.1), scambiare A con il sim-

Viceversa sia d rappresentata dalla (3.1). Poiché H VeFy ge A" e un

bolo di serie, ottenendo

gan LD PR MON
2n-1 keNn_] n ’
da cui, posto
n-1
o=t s oI 9y 6o,
: 2 keN

¢ A"f=d, cioé der(a").

L.- Usando le tecniche precedenti, & possibile risolvere una equazione

conseguenza della precedente equazione (2.1).

Supponiamo che nell'equazione (2.1) n sia un intero positivo pari, n=2m,
e che la (2.1) sia verificata non per tutte le (n+1)-uple (x;yl,yz,..,yn)EXxXn,
ma soltanto per le (n+1)-uple del tipo (x;y],y],yz,yz,..,ym,ym). In altri ter-

mini potremo definire un_nuovo operatore A

e

2:G1‘p > G],p+] nel modo seguente:

(4.1) o) (v qaygneeay oy ) =F 2y sy v,y )

26Oy LYYy )Gy, Yorey)
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e porre
n_,n-1 _

(4.2) AZ“AZ AZ, n—2:3)'-'

ngliamo considerare 1'equazione

) ' Neo
(4.3) Azf d,
dove dGR(A;)f\F] n e data, f & una funzione incognita dello spazio V1 O.E‘

’ ’
ancora utilizzabile il teorema di Hyers ([2]), quindi basta studiare la (4.3)
" nel caso AQ]F] 0’ cioé cercare le soluzioni di (4.3) nello spazio F] 0 Per
semplicitd ci limiteremo a determinare esplicitamente la soluzione dell'equa-
zione
(4.4) r2f=d, der(AZ)NF feF,
2 ’ 2 1,2 2 1,0’

& poi possibile risolvere la (4.3) per ricorrenza usando (4.2).

Poniamo, come nel paragrafo 2,
Oy )=(8,F) (xy ) =f (x+2y ) -2 (x+y ) +£(x), X,y e€X,
da cui

(4.5) £ (05y,)=F(2y,)-2f(y,)+f(0).

y]eX é arbitrario ma, provvisoriamente, considerato come un parametro fissato;
la (4.4) assume allora la forma A§f=A2(A2f)=A2fl=d, cioé

f1(x+2y2;y1)-2f1(x+y2;y1)+f1(x;y1)=d(x;y],y2)-
Ponendo x=0, siamo condotti all'equazione
(4.6) 1 2y,5y ) =F {yysy)=d(05y,,y,) =F,(05y,) 5 vy ,y eX.

Operando come in [1], otteniamo dalla (4.6)
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filxy)= —;— = 27%4(0,y,,2%)+f (0;y,).
ot 1 1493y,

Passando da f1 a f, abbiamo

Flx+2y,)=2f Gery )+ () =F(2y ) 42F (y ) -F(0) =1 2 27%a(03y,,2%%)
keN
per ogni x,y1€X. Ponendo ora x==y, e richiamando x il generico elemento Yy

otteniamo

F(2x)-3F () -F (=)= T 27%d(05x,-2"%)-3F(0).
keN

Cambiamdo ora x in -x ¢ poi sommando e sottraendo le due relazioni otte-

nute, abbiamo

[F(2)+F (-20) 3-5{F GO +F(-x) = 3 2 27°0d(05x,-2%%) +d (03 -x,2%) }-6£ (0) ,
keN
CF(2%)—F (-2x) ) ey T K oKy ek
x)=f(-2x)}-2{f(x)-f(-x) }= 5 Z 2 "{d(0;x,-2"x)-d(0;~x,2"x) },
ke N
cioe
F(2x)-4F (x)= —— = 2750d(0;x,-25%) +d (05-x,25x)}-3F (0)
(i.8) P P 2% keN
fd(Zx)—Zfd(x)=1— T 2 M d(05x,-2%%) -4 (0;-x,20)1
2 ke N

dove f e fd sono rispettivamente la parte pari e la parte dispari di f.

Dalle (L4.8), operando ancora come in [1], otteniamo

-k, -k k k,+k k k. +k
f (x)= - LI s 8 ! 2{d(0;2 ]x,-2 ! 2x)+d(0;-2 ]x,Z ! 2x)}+f(0),
P 3
2 k]eN kzeN
-k, -k k k. +k k k. +k
_ 1 3 172 o1 172 o1 1772
fd(x)— —23 ke kZEEN 2 {d(0;2 'x,-2 x)-d(0;-2 'x,2 x) 1},

e quindi f=fp+fd.
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Osserviamo inoltre che, sfruttando questi ultimi risultati, e possibile

risolvere anche 1'equazione

P
AAZF— AZ Af=d.
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