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SUR LES INFORMATIONS CONDITIONNELLES
SANS F-COMPOSABILITE

Lloreng Valverde

ABSTRACT

In the framework of Generalized Information Theory of
J. Kampé de Fériet, a system of axioms for the condi-
tional information is studied without assuming additi-
vity.

0. Introduction

Dans la Théorie de l'Information "a priori", essentiellement
on a étudié les informations F-composables, c'est-a-dire, les in
formations telles que si A N B = ¢, on a I(A UB) =F(I(A), I(B)),
propriété qui est satisfaite par 1l'information de Wiener-Shannon.
Dans les premiers travaux de J. Kampé de Fériet et B. Forte [ 4]
sur ce sujet-la et dans ceux de J. Kampé de Fériet [2, 3}, on re-
marque que cette propriété n'admet pas de justification intuiti-
ve, mais que du point de vue mathématique elle offre des grands
avantages. Par contre la relation entre I(A), I(B/A) et I(ANB),
est plus intuitive et cette relation fait intervenir la notion

d'indépendance.

CLASSIFICATION AMS (1980) 94 A 15.

81



Lloreng Valverde 82

Dans cette note on traite de cette question, en postulant
une propri&té de consécution gui donne une relation entre I(A/B),
I(B) et I(A N B) sans présupposer la F-composabilité (cela laisse
la possibilité@ de travailler dans des inf-demi-treillis). La tech
nigue qu'on a suiQi est, en quelque sorte, paralléle a celle de
la formulation de Rényi pour les probabilités conditionnelles
(voir [1], p. 320), c'est-h-dire elle consiste & dé&finir 1l'infor
mation conditionnelle axiomatigquement. En plus de la donnée de
ces axiomes, on définit l'indépendance et le produit, finalement
on confronte ces deux concepts via un théoréme de representafion

similaire & celui de Banach-Marczewski pour les probabilités.

1. Axiomatique

Soit R = (A,A,0) un inf-demi-treillis avec minimum O. Comme
- . =+ .
d'habitude, on &crira p* = B - {0} et R = [0, + o]. Une informa-

tion conditionnelle sur R est une application J de B x R* dans

=+ s e . .
R vérifiant les axiomes suivants:

1) Monotonie: Si a < a', alors J(a,b) > J(a',b).

2) Comparabilité&: J(a A b,b) = J(a,b).

3) Valeurs universelles: a) J(a,b) + ©, si et seulement
= 0.

0.

o’

si a A

b) J(a,a)

4) Consécution: Il existe une opération binaire commutative
G dans §+ telle gque si b Ac # 0, alors
J(a A b,c) =G(J(a,b A ¢c), J(b,c)).

On appelle espace d'information conditionnelle (en abrégé

EIC) le triplet (R,J,G). Le théortme suivant nous permettra de

. . . <
caractériser les opérations G liés a un EIC:

Théoréme 1.1.~- Soit (R,J,G) un EIC; on suppose que pour cha

que b € F*, l1‘'application J( ,b) de R dans &Y telle que
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' ) -4+
J( ,b)(a) = J(a,b), soit surjective, et que si x < x' dans R alors
ils existent a = a' dans R tels que x = J(a,b) < J(a',b) = x"'.
Dané ces conditions (i,G,< ) est un semi-groupe ordonng, commuta

tif avec unité 0, et zéro + o.

En vertu de ce théoréme nous restreindrons notre attention
aux EIC (R,J,G) tels que G vérifie les propriétés ci-dessus et,
en plus, nous postulerons l”hypothése additionnelle d'archimé-
dianité sur G (c'est-&-dire, G est continue et telle gque pour
chaque x € (0, + ») on a G(x,x) > x), cela nous permet de pren-
dre en considération la représentation de fonctions associatives
archimédiennes (Aczel [1], Ling [5]) que, d'aprés l'analyse de
1'équation fonctionnelle fournie par 1l'axiome IV, nous médne au

9 .
théoreme suivant:

Théoreme 1.2.- Soit g une fonction de §+ dans §+, continue,

strictement croissante et telle que g(0) = 0. Soit f: R - ﬁ+,
décroissante et telle que f—1(+ @) = 0, Alors l'application Jf
de R X R* dans ﬁ+, définie par

+ ©, sialAb=20

Jf(a,b) =

9[_1](g(f(a A b)) - g(f(b)), sinon

est une information conditionnelle relative a l'opération G(x,y)
..1 :
= g[ ](g(x)+g(y)).

si (R,J,G) est un EIC et Y une application de &' aans [0,1]

telle que
1.1.1) VY est continue,
1.1.2) strictement décroissante, (1.1)

1.1.3) ¥(0) =1, ¥Y(+ ») = 0,

alors H =Y o J est une application de R xR* dans [0,1] vérifiant

les propriétés:
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1.2.1.) Si a <a', alors H(a,b) <H(a',b).
1.2.2.) H(a A b,b) = H(a,b). (1.2.)
17.2.3.) a) Hta,b) = 0 si et seulement si alA b = 0;

b) H(a,a) 1.

1.2.4.) K= ¥ o G o (W—1xw-1) est une opération dans [0,1]

telle que, si b A c # 0, alors H(a A b,c) = K(H(a,b A c), H(b,c)).

Evidemment ([0,1], K,< ) est un semi-groupe ordonné commuta
tif avec unité 1, et zé&ro 0. En particulier, si (Q,4,P) est un
espace de probabilité (%,%) est la probabilité induite sur 1'al-
_gébre quotient X=A/P et Z* = Z- {;}. L'application H de Xx 2*
dans [0,1] définie par HP(}\\’,E) = P(A/B) vérifie les propridtés
(1.2) ci-dessus, avec l'opération K(x,y) = xX.y. Par suite, pour
toute application Y de &% dans [0,1] vérifiant les propriétés

(1.1) ci-dessus, il résulte que J = W_1 o HP est une informa-

tion conditionnelle relative & l'opération G(x,y)=[‘l’-—1 o K o¢x¥)] (x,y.

En particulier, pour ¥Y(x) = e—x/c on obtient l1l'information de

Wiener-Shannon.

2. Produit d'espaces d'information conditionnelle.

Dans la suite, les inf-demi-treillis considérés auront mini
mum et maximum. Soient Ri = (Ri, A, Oi, ui), i=1,2; deux inf-
demi-treillis avec minimum Oi, et maximum ui. L'ensemble R1 ] RZ

= (R? x R;) U {(01, 02)}, muni de l'opération:

(a, AN a!, a, A aé), si a

1] 1 .
1 1 22 A ajy # 0, et a)p a0,

1 1

(a1’a2) A (a"‘laé) =<'

:(01,02), sinon;
.

a une structure d'inf-demi~treillis avec minimum (01,02) et maxi-

mum (u1,u ). Si (]?1 B Rz, J, G) est un EIC, les applications

2
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{+ o, si a, A a{ = O1 7
' =
J1 (a1'a1)
J((a1,u2),(a;,u2)), sinon; (2.1)
| - -
+ o, si a2 A a2 = O2 ;

1 ]
Iylayeay)

J((u1,a2),(u1,aé)), sinon ;

définissent des informations conditionnelles sur R1 et R2 respec

tivement, relatives & la méme operation G. J1 et J2 seront appe-

lées informations conditionnelles marginales de J.

Théoreme 2.1.- Soient (Ri,Ji,Gi), i = 1,2; deux EIC et F
-t - = . .
une application de R X R+ dans-R+. L'application J de (R1@ Bb)

x (R, 8 R))* dans R’ définie var

J((a1,a2),(a;,aé))=F(J1(a1.a;),J2(a2,aé)) (2.2)
est une information conditionnelle sur R1 2] Rz relative & une
opération G, si et seulement si F(0,0) = O,F(+»,4x)= +o, F est
croissante et

G(F (x,y) ,F(2,£))=F (G, (x,2),G,(y,t)) (2.3

Dans ces conditions, J1 et J2 définies par (2.1) sont les

informations conditionnelles marginales de l'information J d&fi-

nie par (2.2) si et seulement si
F(x,0) = F(0,x) = x et F(x,+o) = F(+o,x) = +»,

et dans ce cas la seule solution de (2.3) est F = G = G,= G,.
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3. Independance en information conditionnelle.

Définition 3.1.- Soit (R,J,G) un EIC, on dira que deux élé&-

ments a, b €eR - {0,u} sont J-indépendants si et seulement si

J(a,b) = J(a,u) et J(b,a) = J(b,u). L'élément 0, minimum de R,

est J-indépendant de tout autré. Si Ri, i =1,2; sont deux sous-
inf-demi-treillis de K tels que O, UERi, i =1,2; on dira qu'ils
sont J-indépendants si chaque &l&ment de R, - {0,u} est J-indé-

pendant de chaque él&ment de Ry - {0,u}.

En général une des deux &galités ant@rieures n'est pas suffi
sante pour affirmer la J-indépendance de deux éléments de R
(voir [6], p. 44).

Théorédme 3.1.- i) Si a et b sont J-indépendants, alors

J(a A b,u) = G(J(a,u), J(b,u)). Si G est strict la réciproque

est aussi vraie.

ii) Si J(a,b) = Jd(a,u) et G est strict, alors a et b sont

J-indépendants.

iii) Si G est strict et si a et b sont J-indépendants, ain-
si que b et ¢, a et b A ¢, alors c et a A b sont aussi indépen--

dants.

Les considérations suivantes seront utilisées pour la formu
lation d'un théoréme qui met en relation la J-indépendancé et le
produit 4'EIC, ressemblant, donc, & celui de Banach-Marczewski
pour les probabilités.

Soit (Ri)iel une famille finie de sous-inf-demi-treillis de
l'inf-demi-treillis R = (R,A,0,u) tels gue 0, u eRi pour tout
i€I, on dira gu'ils sont M-indépendants si et seulement si pour
tout aieﬁi - {o,u}, ie€1, on a ‘A a; £ K Ri. On dé&finit

i€l i€l

AN R, ={ A a, ; a.e R,}, comme &tant le plus petit sous-inf-
. i . i i i
i€er i€l

demi-treillis de F qui contienne tous les Ri’ On l'appelera inf-

demi-treillis engendré par la famille (Ri)iel'
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Théordme 3.2.- Soient Ri' i = 1,2; deux sous-inf-demi-trei-

1lis M-indépendants et complets de l'inf-demi-treillis complet
R = (B,\,0,u), tels que 0, u€R , (i=1,2) et que R = R A R,. si
(31,J1,G) et (Rz,JZ,G) sont EIC alors il existe une information
conditionnelle J, sur P relative ; l'opération G telle que:

i) Jl = J,; Jl =J2.
R1XR§. HZXH§

ii) R1 et 22 sont J-indépendants.

Démonstration: Soit f l'application de R1 A Rz dans R1 5} Rz

définie par f(c) = (f1(c),f2(c)), ol f1(c)=Inf{a1€R1:3 a26R2 et
a, A a, = c}, fz(c)=1nf{a2€RZ;3 a1€R1 et a, A a, = c}. £ est
bien définie, est une injection et f1(c) A f2(c) = c quel que

soit ceR1 A Rz. Soit maintenant (P1 8 Rz, J',G) 1'EIC produit de
(R1.J1,G) et (RZ’JZ’G) est J l'application de R x R* dans &* ae-
finie par J(c,c') = J'(f(c),f(c')). Il est clair que (R,J,G) est
un EIC. Soit a1€R1; de la M-indépendance de R1 et R2, il résul-

te que f(a1) = {(a1,u)}, et par suite pour chague a a;€R1 on a

1I

J(a;,by) = J'(£(a)),£(b))) = J'((a,,w), (b, W)=J (a b)),

s ' . . - _
car J1 est marginal de J', ainsi on a montré que J|R1xR? J1.
De la meme fagon on montrerait gque JIR «Rx = J2.
2 2
Finalement, si a1€R1 - {0,u} et aeR, - {0,u} il résulte que

J(a1ta2)=J'(f(a1),f(a2))=J'((a1,u),(u,a2))=G(J1(a1ﬂn,J2hua2H
=G(J1(a1,u), 0) =J1(a1,u) = J(a1,u),

de la méme fagon on montrerait que J(a ,a1) = J(az,u) et, par sui

2
te, la J-indépendance de Ry et R,.
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