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DE LAS MEDIDAS REGULARES SOBRE UN ESPACIO TO-
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1. Introduccion

En este trabajo se estudia la topologia de Redfield (R-to
pologia) en el.espacio de las medidas finitas y regulares sobre
un espacio topoldgico numerable en el infinito. Para ello debemos
estudiar bajo qué condiciones suficientes se puede asegurar que
una una medida bivalorada es exactamente una carga puntual. En ge
neral esta afirmacidn no es cierta y de ahi las condiciones res-
trictivas impuestas sobre el tipo de medidas y sobre la naturale

za del espacio topoldgico en lo que se refiere a la compacidad.

Los resultados a que se llega son los siguientes: E1l grupo
reticulado de todas las medidas es producto directo de las medidas
concentradas en puntos (necesariamente una cantidad numerable) vy
de las medidas difusas (sin cargas puntuales). La R-topologia es
grosera sobre la parte difusa y sobre la parte concentrada es
Hausdorff y coincide con la topologia de la convergencia puntual

de "saltos".

Este trabajo es continuacidn de otros dos anteriores en los
que se estudiaba la topologia de los grupos reticulados de funcio
nes continuas sobre un espacio topoldgico, y la del grupo reticu-
lado de medidas localmente finitas sobre la recta (medidas de Le-

besgue-Stieltjes), en cuyo caso la posibilidad de manejar las fun
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ciones de distribucidn asociadas a una medida obviaba el proble
ma de caracterizar las medidas L-S bivaloradas, ya gue estas se

reducian trivialmente a las funciones "salto" de Heaviside.

2. El filtro de entornos de 0 en el grupo reticulado 7.

Sea E un espacio topoldgico y sea 7. el conjunto de medidas
finitas y regulares sobre E. Entonces si p es una tal medida se

define
o]
lula) = sup | |u(E))|
i=1

con el supremo tomado sobre todas las particiones numerables
(B }ien

de la medida y sobre A, |u| resulta una medida regular positiva y

del conjunto A. Con esta definicidn de "variacidn total"

finita y‘h adquiere de forma natural una estructura de grupo reti
culado. [ 4]

En la definicidn de |u|, el supremo puede tomarse sobre to-

das las particiones que contengan a una dada.

A 9, + 1 L. 4 (777
Designemos como es habitual por ¥ €&l°cono positivo de /I.que
en este caso es el conjunto de las medidas positivas de?ﬁ, y por
+ . =

!bo el conjuntoiﬂ+ - {o}.

De acuerdo con la definicidn de R-topologia, debemos definir,
o+
para € 7

1) ={ae2 ant, A v A =p,Aar’ = 0}

+
Un elemento pe”?. se llama indescomponible si I(u)={0,p}. De-

signemos por J al conjunto de elementos indescomponibles no nulos.

Una sucesidn (un) de elementos de J se llama contractiva para

el elemento UEJT si se verifica
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1) u,=H

2) u +U

3) u

n+1 n
Pondremos
D1 = {ueJ-I existe una sucesidn contractiva para ul
C o+
p, = {Xer | [o.x]=(0,0)}

y para cada ue%; definimos

[-u,u] + ul

N(O,n)

n, (0,u) {n(o,u)|ue .}

1
n,(0;1 = {u7| uep,}

ny(0,u) n, (0, w)Un, (0,1)

Si D, UD_ # @ se pone

1 2
k
n (o) = {_ﬂ H, H.oeng i = 1,2,...,n}
i=1
Si D1 V) D2 = @ se pone
n(o) = 5

Con esta definicidén se puede verificar que existe una {nica
topologia del grupo reticuladoiﬂ, que llamaremos topologia R, tal

que el filtro de entornos de 0 venga generado por n(0).
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3. La topologia R en M.

+ e
Lema 3.1. sSi la medida ue%f toma tres valores distintos

0,a,b, entonces la medida es descomponible.
En efecto:

Supongamos, para fijar ideas que a<b, y sea u(A)=a y U (B)=b.
Podemos suponer A C B cambiando, si conviene, B por A U B, Defi-
namos uA(X)=u(X NAa), uAc(xi=u(x nAc). Se verifica trivialmente
qgue u=uA+uAc. Pero por otro lado

|uA-uAc|(X)=sup2|(uA-uAc(Ei)| =sup EIUA(Ei) -uAc(Ei)l

Tomando particiones mids finas que la definida por A, ac y tomando
el supremo respecto de ellas, después de observar que la suma ten

dr3a sumandos Ei CA y sumandos EiC Ac, resultard
[uy=u e | (x)=sup iZlu(Ei) [=lulx) =u(x)

de manera que |uA-uAc[ = u= uA+uAc y uAAuAc = 0. Por otro lado
Ha(A) =u(A) = a # 0 y y,c(B) = wBNAS) = u(B-A) = u(B-a)

= pu(B) -u(A) = b - a>0, de forma que uA y uAc son no nulas.y des

componen.

. + . N
Corolario 3.2. Si pye” es indescomponible, solamente puede to-

mar dos valores.

La necesidad de determinar todos los elementos indescomponi-
bles de ' nos lleva pues a considerar todas las medidas bivalora
das. Dado un punto x €E, podemos definir fo como SX(A) = 1 si
X€EA ¥y GX(A)=O si xfA. Estd claro gque una tal Gx toma solamen-

te dos valores, y tambiéna 6x toma los dos valores a y 0. Tales

medidas se llamardn cargas puntuales.

No se conoce en general si las Gnicas medidas bivaloradas

son las cargas puntuales. Sin embargo esto si ocurre si el espa-
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cio E es localmente compacto y numerable al infinito.

Teorema 3.3. Sea E un espacio topoldgico Hausdorff, numera-
ble en el infinito y que verifique el primer axioma de numerabi-
lidad. Si Y es una medida bivalorada regular, existe un X€E tal
que u= Gx . (Podemos suponer, para simplificar, que los dos valo

res de y son O y 1).

Para demostrar este teorema necesitamos los siguientes le-

mas:

Lema 3.4. Sea U bivalorada sobre E verificando &ste el pri-
mer axioma. Si p({x}) = O entonces hay un entorno V de x tal que
p(v) = 0.

En efecto:

Si para todo V que contiene x se verificase p(Vv)# 0, debe-
ria ser u(v) = 1. Entonces por el primer axioma de numerabilidad

exispiria una sucesidn decreciente de abiertos Vn con intersec-
cidn reducida al punto x. Por ser u regular, de Vn¥ {x} se obten

dria u(vn)+u({x}) y en definitiva p({x}) = 1 contra la hipdtesis.

Lema 3.5. Si U es bivalorada y E es compacto y verifica el
primer axioma de numerabilidad, entonces hay un x en E tal gque

u=§_.
X
En efecto:

Supongamos p({x}) = 0 para todo x de E. Entonces por el lema
anterior, para cada x de E existe un entorno Vx tal que p(Vx) = 0.
De la familia de los Vx se puede extraer un recubrimiento finito

que recubra E,

E =V u...u v

y por lo tanto
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n
u(E) < Z p(v_ ) = 0y p(E) = 0 absurdo si suponemos

4 bivalorada.

Pasemos ahora a la demostracidén del teorema. Sea

K,C xk,C ...Ck_C ... C_..
1 2 n
una sucesidn creciente de compactos tales que \JKi = E. Definimos
en K
n

o (x) = H(Xf\Kn)-

Estd claro que Uy es una medida finita regular sobre Kn que es com
pacto. Por el lema anterior, puesto que un es nula o bivalorada,
serd p_ =0 o pu_ =8x con x €K . Pero no todas las u_ pueden

n n n n n n

ser nulas pues
POX =u(X 0 U KD = w0 VN RO S Ju (0
i

y u seria nula.

3 = < = .
Ademas por ser un(X) u(xnN Kn)\ u(xN Kn+1) un+1 (X), resulta que )
un+1({xn})>0. Por tanto las u, son concentradas a partir de la

primera que lo es y es no nula y

_1) = E y en consecuencia

= AN U (Kn - Kn-1)' El punto x estard en uno y s8lo uno de los

A
K - K y en definitiva saldri
n n-1

De U K = E deducimos U (K_ - K
n n n n n

p(a) = Ju(an (K - K

-1

no1)) = Iu AN (R - X, ).
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Todos los términos son nulos salvo uno de ellos que vale 1 o O.

En definitiva quedara
u(a) = Gx(A)

y U= 6x como qgueriamos demostrar.

Con este teorema quedan caracterizadas las medidas regulares
bivaloradas en los espacios topoldgicos O-compactos y que verifi-
gquen el primer axioma de numerabilidad. A partir de ahora supon-
dremos que todos los espacios topoldgicos que se manejen verifi-

can estas condiciones.

Teorema 3.6. Las medidas t.Gx son indescomponibles.

En efecto:

Si t€R es trivial que [t6x|= [t 'Gx' Dado ahora t>0, sea

t6x = M +M, con iu1-u2l u1+u2, y con U, , M, positivas. Se verifi

caré-u1({x}) + uz({x}) = t de manera que u1({x}) = at uz({xh=(hﬁ)t

y u1(A) +u2(A) = 0 si x¢/A, obteniéndose

b, = atéx ' u, = (1-a)t6x-
Pero lu1—u2| = |(2a-1)t6x| = |2a—1lt5x = M, = t6x implica
|2a—1| = 1 de donde 0= 0 o 1 y resultando en consecuencia U1=t6x'

u2= 0 o inversamente.

Corolario 3.7. Los elementos de J son precisamente los tdx

con t real positivo y x un elemento de E.

Proposicidn 3.8. Sea yu y t€R. Se verifica

lu-ts | =[ul + (|s - €] - [sDs,

siendo s = p({x}).

En efecto:
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Si x¢A tendremos

Ju- €5 | () .= s;PZI(p-tﬁx)(Ei)|= s;lep(Ei) =|ul (a)
i i
pues los Ei no contienen el punto x.

Si xeA, podremos tomar el supremo sobre particiones {Ei} que

definen 1la {x}, {x}c, de forma que {x} = E, para un cierto indice

k
k. Entonces

Ju-t8_| (a)

sup('zkl(u-téx)(Ei)J+|(u-téx){X}l)

Ei i#

sup( ) [u(E) [+]s-t|+[uxh|-]s])
ik

. 1
1

sup( I [wE)[+ludxh ) + |s-t]-[s]=|u| @)+]s-t| -] 5]

Ei i#k

Unificando los dos casos anteriores sale el resultado.

Teorema 3.9. El ortogonal de t6x estd formado por las medi-

das que no cargan sobre el punto x.
En efecto:

L . .
Sea ue (td_) . Esto equivale an |yl t§ = 0 o bien allu]—tdx!

= |ul+t6x. Pero por la proposicidn anterior tenemos

[ul= es,] = lul+Csel-IsDs,
siendo s = |p| ({x}). Debe ser pues |s-t| - |s| = t, de donde
s - t] = |s| + |¢t].
Si s > t, tendremos t = 0 contra la hipdtesis.
Si s < t, serd t - s = s + t, de donde s = 0, de manera que

uw({x}) = o.

El reciproco es trivial.
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! P
Corolario 3.10. El ortogonal (téx) no depende del valor de

t positivo.

&

En consecuencia todos los elementos de J son contrdctiles

pues basta poner u, = téx u, = t/z“.5x y por tanto

D, ={ts | t>0, xeE} .

Como que es evidente que D_ = @ y por otro lado [—nyax]

2
= {th, -] <t <1, teR}, estamos en condiciones de definir los

entornos de 0 en la R-topologia de .

Dado t>0 y un elemento de D tsx, tenemos que N(O,tax) es el

1
conjunto de medidas de tales que tienen medida de {x} menor o
igual que t en mdédulo. Dados pues x1,...;xk€E, y t1""'tk reales
positivos, la base de R-entornos de 0 estid formada por

k

;t1,...,tk)= n N(o,tiGXi)={u|u({g9) < ty i=1,...,k }

H(X, ;0.0 ,%
1 .
i=1

k
Las medidas y difusas, es decir, las que no cargan en ningiin pun-
to de E, son de todo entorno del 0O y en consecuencia no es en

general T, -separado. Sin embargo podemos descomponer en dos fac-

1
tores, en uno de los cuales se "concentra" la topologia R.

4. Descomposicién reticular del grupo k'.

Dada pe/ procederemos a considerar su parte "concentrada" y

su parte "difusa". Para ello demostramos el
Lema 4.1. El conjunto Xu = {xeE|u({x}) # 0} es numerable.

En efecto:

Basta probarlo para el conjunto

{xeE|u({x})>0} = U{x|u{(x)}>1/n}.
n=1
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Pero a causa de la finitud de y, cada uno de los conjuntos

x| u({x}>1/ debe ser finito y por tanto Xu numerable.

Como consecuencia, y dado que los puntos son medibles en

nuestro caso, el conjunto X & es medible. Si es X{= x ,...,xn,...}

Heo 1
= a < -
Y U({xi}) h,, deberd ser i£1|hi| o,
Definamos ahora
uc(A)=u(Anx)=Z hy Mg = ou-oug
xi €A Tk
k
Es evidente que |, es una medida difusa y que |p _|(a)=7] |h, |.
d c i
X, €A Tk
*x

Ademis uc es una medida regular pues si
xNna = {x

ponemos X, = {xi1}, X ={xi1,xi2},... etc.

y obtenemos una sucesidn de cerrados cuyas medidas tienden a pc(A).

sea C el subgrupo de’ﬁ formado por las medidas concentradas y
D el formado por las medidas difusas. Se tiene evidentemente el iso-

morfismo

y se verifica

Proposicidn 4.2. El isomorfismo dekﬂ*CxD es reticular.

En efecto:

Para comprobarlo, basta ver que |uC|+|ud|=luc+ud| con U_eC vy
Uy €D. Sea X el conjunto numerable de puntos de medida no nula pa
ra uc, X = {x1,x2,...,xn,...}. Para calcular valores absolutos de
medidas tomaremos particiones que contengan la {x1}, {xz},,..,{xn},

c
..., X . Entonces
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lug + ugl ® - sgP(EZcchuc+udl(Ei> + 1 eAluc+udl({xi£)1

. X,
1 1 lk
= sup( w (B |+ 0 Ju ({x, 1)
Ei E; Xcl d i I xi ca c i

k

sup(Jlug () |+ uy({x; D o+ [u | @)
E,

1

gl +] u @)

como se queria demostrar.

Tal como hemos observado anteriormente, la topologia R res-
tringida a D es grosera, pues toda medida difusa estid en todo en
torno de 0. Queda por ver la restriccidn de la topologia al sub-

grupo C.

pada UéEC podemos definir fu: E -+ R dada por fu(x)=u({x}).
De esta forma es evidente que C CRE, con morfismo de inclusidn

reticular. Se verifica

Proposicidn 4.3. La topologia R en C coincide con la induci

da por RE con el orden puntual.
En efecto:

Los entornos de convergencia puntual en RE vienen dados por

elementos x_,...,%Xx €E, t,,...,t, reales positivos y

1 k 1 k

H(X yeourx it ,...,tk)={f Hf(xi)lxti }

k' 1

pero estos son justamente los R-entornos en (.
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