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LOGIQUES DISTRIBUTIVES I BOOLEANES

per

Ventura Verdd i Solans

ABSTRACT

Continuing the study of different types o1 Abs -act Logics
{51, and following works by Brown-Bloom ([ 1]) and Brown-Suszko
([2}), we analyze in this paper some logics in wich, if we iden-
tify equivalent formulae by means of the conseguen<e operator,

we obtain distributive lattices or boolean algebra

RESUM

Continuant l'estudi de diferents tipus de Ldgiques Abstrac-
tes ([5]) en la linea dels treballs de Brown, D. - Bloom, S.L.
({1]) £ Brown, D. - Suszko, R. ([2]), en aquest treball s'ana-
litzen unes ldgiques on en identificar férmules equivalents s'ob-

tenen reticles distributius o bé &dlgebres de Boole.

Preliminars

Cal dir que els termes que s'usen en el treball i que no

venen definits tot -seguit es poden trobar a ([51]).
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Sigui L=(S,C) una lbgica abstracta, on S poseeix (eventual

. . . s . LY >
ment) operacions binaries a, v, i una operacid monaria, 1.

Definicif 1. Una base B de ¢ direm que compleix el princi-

pi de la disjuncid (P. D.) respecte d'una operacid binaria, v,

quan per tot x,y€S i per tot BeB es compleix:

XVy€B si, i només si, xeB o bé& yeB.

Definicid 2. Una base B de (C direm que compleix el princi-

pi de la conjuncid (P.C.) respecte de A quan per tot x,y€S i per

tot BEB es compleix:

xAy€EB si, i només si, xeB i ye€B.

Definicid 3. Una base B de C direm jue compleix el princi-

pi fort de no contradiccid® (P.F.N.C.) respecte de |, quan per

tot x€S 1 per tot BeB es compleix:

B#S implica x€B si, i nom&s si lx¢B.

Definicid 4. Direm que C compleix el principi de la disjun-

cid (P.D.) respecte de v quan per tot xX,y€S es compleix:
C(x)NC(y) = C(x v y).

Definicid 5. Direm que C compleix el principi fort de 1la

disjuncid (P.F.D.) respecte de v, quan per tot x,yeS i per tot

X<S es compleix:

C(X,x) N C(X,y) = C(X,xvy).

Definicid 6. Direm gue C compleix el principi de 1'adjun-

cid (P.A.) respecte de A quan per tot x,yeS es compleix:

C(x,y) = C(xay).
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Definicid 7. Direm gue C compleix el principi de la reduc-

cidé a 1'absurd (P.R.A.) respecte de | quan per tot x€S i per tot

XSS es compleix:

X€EC(X) si, i només si, C(X, 1x) = s.

Teoremes generals.

Teorema 1. Si existeix una base B de C que compleix el P.D.
respecte de v, aleshores l'operador C compleix el P.F.D. respecte de v i

els elements de B son C—i:reductibles.

Efectivament:

a. C(X,xvy)= N B =(NB3B )N ({NB ) =
BE B BE B » BE B
B=XU{xvy} B=xU{x} B>xU{y}

= C(X,x) Nc(x,y).

b. Suposem que BEB i que B no és irreductible. Aleshores
existeixen B1,Bze , B1Q_B, BZQ_B i B=B1 n B2; per tant

existeix xeB1-B i existeix yeBz—B. Tenim que

C(B,x) Nc(B,y)=C(B,xvy), per tant C(B,xvy)< B1ﬂ B,= B,
d'on resulta que xvy€B i per tant x€B o bE& y€B, contra-

diccid.

Teorema 2. Si C ompleix el P.F.D. respecte de v i existeix
una base B de (¢ formada per tancats irreductibles, aleshores

compleix el P.D. respecte de v.
Efectivament:

Suposem que B no compleix el P.D. Sigui B€EB i suposem que
existeixen x,y¢B i xvy€B. Aleshores com que C(B,x) N C(B,y) =
=C(B,xvy)=C(B)=B, tenim que B no &s irreductible, contradiccid.
Si xvy¢B i en canvi x€B o bé y€B, aleshores B#C(B,xvy) =
=C(B,x) N C(B,y)=B N B=B, contradiccib.
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Teorema 3. Si C és finitari, aleshores C compleix el P.F.D.
respecte de v si, i només si, existeix una base de ( que compleix

el P.D. respecte de v. (*).
Efectivamente:

Es un corol.lari dels teoremes 1 i 2 i del fet que si C €s

finitari, aleshores els tancats irreductibles sdén una base.

Teorema 4. C compleix el P.A. respecte de A si, i només si,

C compleix el P.C. respecte de a.

Efectivamente:

a. Suposem que C compleix el P.A., aleshores per tot TeC, per
tot x,y€S tenim que XAYET ® C(xay)<T ® C(x,y)<T <
Xx€T i yeT.

b. Reciprocament} xay€C(xay) implica x€C{xay) i yeC(xay), per

tant C(x,y) < C(xay).
kec(x,y), vyeC(x,y), per tant xay€C({x,y), per tant C(xay)<C(x,y).

Teorema 5. Si existeix una base B de ( que compleix el
P.F.N.C. respecte de 1, aleshores l'operador C compleix el P.R.A.

respecte de 1 i tot BeB, B#S, &s maximal.

Efectivament:

a. Sigui BEB, B#¥S. Si B no fbs maximal, aleshores existiria un

B €B, B1#S,B1;LB, per tant existiria un x€eB_-B, d'on resulta

1 1
que x€B, per tant jxeB1, s a dir x i jxeB1, contradiccid.

b1. xeC(X) implica C(X, %)=S.

Efectivament: Sigui BeB, B>=xU { jx}, aleshores xeB, per tant
B=S.

(%)

Aquest teorema estd inspirat en un resultat de Torrens, T. ([4])
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52. C(X, 1.x)=S implica x€C(X).

Efectivament: Sigui BEB , B> X, aleshores si B#S tenim que
si x¢B, sera &EB, per tant B> XU {—k}, d'on resulta que

B=S, contradiccid.

Teorema 6. Si C compleix el P.R.A. respecte de | i existeix
una base B de ¢ formada per tancats maximals, aleshores B compleix

el P.F.N.C. respecte de I
Efectivament:

Sigui BeEB, B#¥S. Si x€B, aleshores C(B, jx)=S, per tant
jx?B. Si 1x¢B, aleshores com gque B és maximal, tenim que
c(B, jx)=s, per tant x€C(B)=B.

Teorema 7. Si la ldgica L=(S,C) compleix:

1. Existeix un xoeS tal que C(xo)=S,
2. C compleix el P.R.A. respecte de |,

3. C és finitari,

aleshores C té una base formada per tancats maximals (o, equiva-

lentment, els tancats maximals sdn una base).
Efectivament:

Demostrem primerament que per tot TeC, T#S, existeix un

MeC, M maximal, tal que T <M.

Efect: Sigui At='(T'eC: S#T' i T'>T} . Aquesta familia &s
inductiva superiorment doncs si TiE At’ i€e I, &s una cadena ales-
hores igI TiGC ja que C és finitari. Si £ds igT Ti = S, alesho-
res existiria un i€ I tal que xoeTi, per tant T =S, contradiccid.
Per tant, pel lema de Zorn, tenim que At posseeix elements maxi-
mals. Aguests maximals sdn, evidentment, maximals en C, per tant

tot T € ¢ estd contingut en algin tancat maximal.
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Sigui TeC i sigui {Mi}ie la familia de tancats maximals

T
que contenen a T. Volem demostrar que T=ﬁ?1 M, .
N . D! i N_ M,, alesho-
£s clar que TS;ieI Mi D'altra banda si xeCIGI i
res considerem T' = C(T, 71x). Si T' = S, aleshores pel P.R.A.

tenim que X€EC(T)=T. Si T'#S, aleshores existeix un Me , maxi-
mal, tal que M2 C(T, 1x). Com que M=>T tenim, per hipdtesi, que
XEM; d'altra banda jxeM, per tant M=S§, contradiccié. D'on resul

ta que T'= S i per tant =x€T.

Nota. El reciproc d'aquest teorema no &s, en general, cert.
Efectivament: Si S &s una algebra d'Abbott (o d'implicacid) i C
és la familia dels sistemes deductius, aleshores es compleix que
els sistemes deductius maximals sbn una base i, en canvi no exis

teix, en general, un element xeS tal que C(x)=S.

Teorema 8. Si C compleix el P.R.A. respecte de 7] i el F.F.D.
respecte de v, aleshores C compleix el P.A.‘respecte de l'operacid

xay ="1(71 xv71y) i existeix un xoeS tal que C(xn)=S.
Efectivament:

a. T TIxv Tly) ec(x,y) & C(x,y, kv ly)=S (tenir en compte que
C( j( jx))=C(x), per tot xeS). Com gue
Cx,v, Txv jy)=C(x,y, 7x) N c(x,y, jy)=sf\S = S,

tenim que C(xay)< C(x,y).

b. xec( N kv l)) & c( 1 Ixv Tly), TIx) = s. sigui
T=C ( 7( Txv jy), 7x). Tenim gue C('jx)Q.T, per tant
c( Ix) nc( dy)y=c( xv Jy)< T, per tant Ixv! yeT. D'altra
banda 1( Ixv jy)eT, per tant T=S.

c. Sigui xX€S. Considerem xo= xA Ix, aleshores C(xo)=C(XA'7x)=

=C(s,-7x)=s'

Teorema 9. Si existeix una operacid monhria | en S i una
base B de C que compleix el P.F.N.C. respecte de |, aleshores

existeix una operacid bindria v en S i B compleix e. P.D. res-
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pecte de v si, i només si, existeix una operacid biniria a i

compleix el P.a. respecte de a.
Efectivament:

a. Suposem que B compleix el P.A., aleshores definim xvy=
= "1( 71x aA7ly). Tenim que per tot BeB , B#S; i per tot x,yeSs,
XVyeB < jx-A_&gB g 7ng o bé ly¢B & x€B o yeB.

b. Suposem gque compleix el P.D., aleshores definim
XA y = T xv 71 y). Tenim gque

=

XAy €B ¢ 1l xv 1 y¢dB o x¢B i | v€B o X€B i yeB.

Légiques distributives i Booleanes.

Definicid 8. Direm gue una ldogica L

=(S

1=(S1,C1) és distributi-

va quan existeix una légica L ,C2), on (SZ,A,V) és un reti--

2 2
cle distributiu, existeix una base de 02 formada per filtres pri
mers i existeix un morfisme bilégic entre L1 i L2.

Teorema 10. Si L=(S,C) &s una lbgica, aleshores sdén equiva-

lents:
1. L &s distributiva,

2. Existeixen dues operacions binaries a,v, en S, i una base B
de C que compleix el P.C. respecte de ai el P.D. respecte

de v.

3. Existeixen dues operacions binaries a,v en S, i 1'operador
C compleix el P.A. respecte de a, el P.F.D. respecte de v

i existeix una base B de ( formada per tancats irreductibles.
Efectivament:

. 1 . N . . o
L'equivalencia entre les condicions 3 i 2 &s una consegién-

cia immediata dels teoremes 1,2 i 4.

3 implica 1:
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Com que es compleix el P.A. i el P.F.D. tenim que (vegi's
[5]; teoremes I.2.1 i I.2.2) el conjunt ordenat quocient per la
relacid d'equivaléncia usual, (§,< ), &és un reticle. Com que
C té una base B (condicid 2) que compleix el P.D. i el P.C.,
tenim que 5 té& una base formada per filtres primers. D'altra
banda per tot x,yeS x#y implica C(x)#C(y), per tant existeix
un filtre primer que conté a un i no a l'altre, d'on resulta

que S és un reticle distributiu.

Finalment, el morfisme bildgic desitjat &s la projeccid
candnica de S en S.
1 implica 2:

Notem per h el citat morfisme bilégic i per B la base

2

de C(_. Aleshores la familia- B ={h—1(B)} €s una base de
2 1 Be BZ

C1. Com que la familia B2 compleix el P.D . i el P.C., resul

ta, per les propietats dels morfismes bildgics, que B1 també

les compleix respecte de les operacions seglients: per totx,yesw
definim xAy escollint un element alH1uﬂx)Ah(y)) i xvy escollint

-1
un element enh (h(x)vh(y)).

Definicid 9. Direm que una lpgica L, és distributiva fini-

2=(32,C2), on 52 és un reticle

distributiu, C2 €s la familia dels filtres reticulars de 52 i

tdria si existeix una logica L

existeix un morfisme pildgic de L1 en LQ.
Teorema 11. Sigui L=(S,C) una logica. Aleshores sdn equiva-

lents:

1. 1 &s distributiva finitlria,

2. Existeixen dues operacions A,v en S, C compleix el P.A. respec<
te de A, el P.F.D. respecte de v i é&s finitari,

3. Existeixen dues operacions binaries A,v en S, una base B de
C que compleix el P.C. respecte de &4, el P.D . respecte de v

i C és finitari.

Efectivament:
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- s S .
L'equivaléncia entre les condicions 2 i 3 &€s consequencia
del teorema 10 i del fet que si C és finitari, aleshores els

tancats irreductibles formen una base.
3 implica 1:

Com que els tancats irreductibles sdn una base, tenim (pel
teorema 10) gque existeix una 1égica L';(S',C‘) on S' és un reti
cle distributiu, (' té una base formada per filtres primers i
un morfism bilagic entre L i L'. Per [5], teorema I1I.2.1, (C'

sdn tots els filtres reticulars.
1 implica 2:

Com que en un reticle distributiu la familia dels filtres
primers sén una base del sistema clausura dels filtres, tenim
(pel teorema 10) que C compleix el P.A. i el P.F.D. D'altra ban

da pel corol.lari 5 del teorema I.4.3, tenim que C &s finitari.

Definicid 10. Direm que una lbgica L1=(S1,C1) é€s booleana

si existeix una logica L2=(S ,Cz), on S_ &s una algebra de Boole

2 2

existeix una base de 02 formada per filtres primers i existeix

un morfisme bildbgic entre L, i L,.
Teorema 12. Sigui L=(S,C, una lbgica. Aleshores sén equiva-

lents:

1. L &s booleana.

2. Existeixen operacions v, | en S i una base B de ( que complei:
el P.D respecte de v i el P.F.N.C. respecte de | .

3. Existeixen operacions A, "] en S i una base de ( que compleix
el P.C. respecte de Ao i el P.F.N.C. respecte de | .

4. Existeixen operacions v, "1 en S, C compleix el P.F.D. respec-—
te de v, el P.R.A. respecte de "] i existeix una base de (
formada per tancats maximals.

5. Existeixen operacions a, "l en S, C compleix el P.A. respecte
de A, el P.R.A. respecte de | i existeix una base de C forma-

da per tancats maximals.
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Efectivament:

L'equivaléncia entre les condicions 2 i 3 és el teorema 9.
2. implica 4:

Es una conseqﬁéncia immediata del teorema 5 i del teorema 1.
4 implica 2:

Bs una conseqﬁéncia immediata del teorema 6, del fet de aue
tot maximal &s irreductible i del teorema 2.

3 implica 5:

Es una conseqﬁéncia immediata del teorema 5 i del teorema 4.
5 implica 3:

Es una conseqﬁéncia dels teoremes 4 i 6.

1 implica 2:

Notem per L'=(S',C') la lbgica per la que existeix el morfis-
me bildgic, citat a la hipétesi 1. 8i B' &s la base de (', tenim
que tot BEB', B#S', &s maximal, per tant per tot xeS' i per tot
BeEB', B#S' es compleix: x€B si, i només si, _lx(B.

.

Per tot x€S definim X escollint un element a h-1(h(x)).

Aleshores la base B de (C, B ={h—1(B'n compleix el P.F.N.C.

' '
respecte de 1i, pel teorema 10, complziiBel P.D . respecte de v.
2 implica 1:

Tenim que B compleix el P.C. respecte de xay="] (71 xv ly), per
tant, pel teorema 10, existeix una lbgica L'=(Ss',C'), oun S' &s un
reticle distributiu, existeix una base de (' formada per filtres
primers i existeix un morfisme bilbgic entre L i L'. D'altra banda
com que C compleix el P.R.A. tenim que si h és el ja citat morfis-
me bilégic, si per tot h(x)esS' definim 7] h(x)=h(1 x), resulta que
C' compleix el P.R.A. respecte de | . D'aixa, del teorema II.5.3
de [5], del P.D . i del P.A. dedulm que S' &s una &lgebra de Boole.

Definicié 11. Direm que una lbgica L =(S1,C1) és finitaria de

1

Boole si existeix una logica L =(82'CZ)’ on S_ &s una hlgebra de

2 2

Boole, 02 s la familia de filtres reticulars de 82 i existeis un

morfisme bilBgic entre L1 i L2.
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Teorema 13. Signui L=(S,C) una lagica. Aleshores sdn equiva-
lents:

1. L és finitaria de Boole,

2. Existeixen operacions v, 1 en S, una base B de C que compleix
el P.D . respecte de v, el P.F.N.C. respecte de Ti ¢ és fini
tari.

3. Existeixen operacions 4, | en S, una base B de ¢ que compleix
el P.C. respecte de A, el P.F.N.C. respecte de 1i C &s fini-
tari.

4. Existeixen operacions v, len S, C compleix el P.F.D. respec-
te de v, el P.R.A. respecte de 1 i é&s finitari.

5. Existeixen operacions a, | en S, C compleix el P.A. respecte

de A, el P.R.A. respecte de 1 i &s finitari.
Efectivament:
Pel teorema 11 tenim que les condicions 2 i 3 sén equivalents.

Pel teorema 8 tenim que la condicid 4 implica la 5.
5 implica 4:

Efectivament: Pel fet que si C compleix el P.A., aleshores
es cé%pleix la condicid 1 del teorema 7i pel teorema 7, tenim que
existeix una base de (¢ formada per tancats maximals. Aquesta base
compleix el P.C. i el P.F.N.C., per tant pel teorema 12 tenim que
C compleix el P.F.D.

3 implica 5:

Efectivament: Es una consegfiéncia immediata dels teoremes 4

i 5.
5 implica 3:

Efectivament: Ho hem demostrat en "5 implica 4".
1 implica 5:

Efectivament: Si L &s finitaria de Boole, aleshores L.#&s boo-
leana i &s distributiva finithdria, per tant pels teoremes 11 i 12
tenim jue es compleix la condicid 5.

5 implica 1:

Efectivament: Com gque C compleix el PA., el P.F.D. i el P.R.A.
resulta que el conjunt ordenat quocient &s una algebra de Boole.
Del P.A. i de la finitarietat de C es dedueix que la familia de tan
cats del quocient &s la dels filtres reticulars. El morfisme bildgi

desitjat &s la projeccid canbnica.
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