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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LOS ANILLOS RETICULADOS
Y £-ANILLOS.

por

Joan Trias Paird

ABSTRACT

This paper deals with ordered rings and f-rings. Some relations
between classes of ideals are obtained. The idea of subunity
allows us to study the possibility of embedding the ring in a
unitary f-ring. The Boolean algebras of idempotents and lattice-
isometries in an f-ring are studied. We give geometric characte-
rizations of the l-isometries and obtain, in the projectable ca-
se, that the Stone space of the Boolean algebra of l-isometries
is homeomorphic to the space of minimal prime ideals with the
hull-kernel topology. We also apply some results to a certain

f-ring of Hermitian operators of a Hilbert space.

Se procurarid mantener la terminologia y notaciones de [ 1] v
[13]. Un f-anillo (A,+,+,< ) es un anillo reticulado que satisfa
ce: az 0, xay=0 = axay=xaay=0. Supondremos que A no es el anillo
nulo. Las nociones de ideal y de ideal primo se entenderdn en sen
tido de anillo, salvo que se explicite que es en sentido reticu-
lar o de dlgebra de Boole. El conjunto de los ideales sélidos pri
mos serd P. Un ideal I es r-primo si xay€I = x€I & ye€I, y el con
junto de los ideales r-primos que son sblidos y propios se indica
ra por P_. Se abreviardn las referencias a resultados anteriores
mediante expresiones de significado evidente: T.1 (8i.1), P.3
(§3.1), L.2 (8§3.1) y C.3 (§2.2).
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1. Conjuntos de ideales en los f-anillos.

§1.1. Una identidad en f-anillos.

Si A es un f-anillo y ab=ba, entonces [ 14] ab=(avb) (aab).
En particular la anterior descomposicidén es vidlida en todo f-ani-
llo conmutativo y no es cierta en general para anillos reticula-
dos cualesguiera. Caracterizamos a continuacidén los anillos reti-

culados que la satisfacen.

Proposicidn 1. Condicidn necesaria y suficiente para que un

anillo reticulado satisfaga ab=(avb) (aab),va,b, es que sea conmu

. + -
tativo y que x x = 0, ¥x.

En efecto: la condicidn es necesaria, pues, por una parte,
de ab-ba=(avb) (aab)-(bva) (baa)=0 se deriva la conmutatividad, y
por otra, de x+ x =(x+vx-)(x+Ax—) se obtiene x+ x = 0. Es tam-
biém suficiente, como se deduce del cdlculo que sigue, cidlculo
en el que la conmutatividad es esencial: (avb)(aAb)=(a+(b—a)+)

(b- (b-a) ) =ab-(b-a) ¥ (b-a) " =ab.

El hecho de satisfacer la identidad ab=(avb) (aab). no es su-
ficiente para que el anillo reticulado sea f-anillo, pues basta
considerar el anillo A=RxR, con la suma y el orden puntuales, y

con el producto (a,b) (c,d)=(0,ac).

Nétese gque en el ejemplo anterior A=N(A), conjunto de los
nilpotentes de A. Como se verd seguidamente, el hecho de que

N(A)#0 es un posible obsticulo para que A sea f-anillo:

Proposicidn 2. Todo anillo reticulado sin nilpotenteés en el

que se cumple la identidad ab=(avb) (aab) es un f-anillo.

En efecto: Puesto que por P.1 el anillo es conmutativo, po-
demos limitarnos a probar que si xay=0, 2z 20, entonces zxay=0.
Por la hipdtesis y por la positividad de x,y,z, resulta que
0 <(zxAy)2 < (zxay) (zxvy)=zxy=z (xvy) (xay)=0, y en consecuencia

z2xpy=0, pues el anillo carece de nilpotencia.
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Deducimos de lo anterior la siguiente

Proposicidén 3. En un anillo reticulado que satisface 1la

identidad ab=(avb) (aab), todo ideal primo es r-primo.

Si en el anillo no se cumple que ab=(avb) (aab), ¥a,b, en-
tonces ya no es posible asegurar el resultado anterior: consi-
dérese A= RxR, con la suma y el producto puntuales, ordenado
por el cono positivo A+={(x,y)|x2=y>=0}. Se tiene asi un anillo
reticulado que no satisface xy=(xvy) (xay), ¥x,y. Obsérvese que ’
si 1={(0,x) |xeR}, entonces IeP y en cambio I¢p .

Si el anillo es conmutativo pero no es cierto que xt x =0,yx,
entonces se tiene en general que (avb) (aAb) < ab (segfin la demos-

tracidén de P.1). De esta observacidn se deriva:

Corolario 1. En un anillo reticulado, todo ideal primo que

es ideal dual de reticulo es r-primo.

Seguidamente se obtienen algunas consecuencias de la identi
dad que nos ocupa para ciertos conjuntos de operadores hermiti-
cos: sea H un espacio de ‘Hilbert, con producto escalar (xly), y
(H,< ) el espacio vectorial real de los operadores lineales her-
miticos y acotados, ordenado por la relacidn A>»0 si y sdlo si
(Ax|x)> O,yx€eH. Sea DCH,D #@¢, un conjunto de operadores que con-
mutan entre siI y sea (¢" (D) su doble conmutador [13]. En el resto

del trabajo se mantendrd@n estas mismas notaciones y las de [13].

¢"(p) es un f-anillo sin nilpotentes (conmutativo y unitario)

puesto que |A|a|B|= 0 si y s8lo si AB=0.

s . + .
Proposicidn 4. Si A,BeH y AB=BA, entonces existe una descom

f sz + P
posicidn AB=C1C2, con C1,C26H ’ C1,C2 comparables entre si y con

A y B, y tales que "C1“ =max("A“,"B"),"C2"< min(lal,l8l). En par-

. + . PP
ticular, para todo A€H , existe una descomposicidn A=A1A con

A,<A<A, y lIA1 l=max (1, lal), IIAZII< min (1, lal)y.

2'

En efecto: En el f-anillo conmutativo C"({A,B}) se tiene

que AB=(AvB) (AAB). Es suficiente ahora escoger C1=AVB y C2=AaB.
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De AAB XA, AAB B y de la positividad de A,B se obtiene que
“C2“ <lal, “02“ <lIBl. Por otro lado, C"({a,B}) es un espacio
abstracto L[ 13] y en consecuencia Hc2H=max(HAH,HBH). La segun
da parte resulta de la primera teniendo en cuenta que

A= (AvI) (AAI) en C"({A}), siendo I el operador identidad.

§1.2. Ideales sdlidos maximales y semimaximales.

Ciertos aspectos de las teorias de anillos reticulados y
de anillos abstractos pueden ser completamente divergentes: en
el f-anillo de los enteros, con las operaciones y la ordenacidn
habituales, ninglin ideal maximal es ideal s6lido maximal y exis
ten ideales s8lidos maximales que no son maximales en sentido

de anillo. No obstante, existen paralelismos notables:

Proposicidn 1. En un f-anillo A conmutativo y unitario to-

do ideal sdlido maximal es primo.

En efecto: Si I es un ideal sdlido maximal y'afI, bfI, en-
tonces para todo x de A existen 0€A y i€l tales que Ix|<|il+lal
y para este o se tiene que lal<li'l+IBlbl con i'eI y ReA adecua

dos. Siendo A un d-anillo, resulta en conclusidn que abfI.

Indicamos por SM(a), a#0, el conjunto de ideales semimaxima
les [ 1] respecto de a. En un f-anillo es SM(a)CPr,Va#O [1]. De

hecho, esta propiedad caracteriza a los f-anillos:

Proposicidn 2. Condicidn necesaria y suficiente para gque un

anillo reticulado sea un f-anillo es que todo ideal semimaximal

sea r-primo.

Demostracidn: S8lo hay que probar la suficiencia. Supdngase
que xAy=0, y c¢=20. Si fuera cxay>0, entonces SM(cxay)#@. Sea
IeSM(cxay). Por hipdtesis IePr y por tanto, de xAy=0 se deriva
que cxel & yeI. Si fuera cxeI, de 0<cxay<cx y de la convexidad
de I llegariamos a que cxaye€Il; si fuera yel se obtendria la mis-
ma contradiccidn, lo que demuestra que cxay=0. Andlogamente se

prueba que xcAy=0.
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A continuacidn se caracterizan los ideales semimaximales

que son primos en los d-anillos:

Proposicidn 3. Si A es un d-anillo conmutativo, a0 y IesSM(a),

. . - . 2
entunces I es primo si y sdlo si a ¢I.

En efecto: Supongamos que I¢pP y sean entonces x,y tales que
x¢I, y¢I y xy€I. Dado que 1€SM(a), debe de ser lal< |il+lgllxl+ nlxi
y lalli‘l+lg'llyl+ n'lyl, para ciertos i,i'€I, a,a'€A, n, n' -a-
turales. De ambas desigualdades, siendo I sdlido y A d-anillo se

. 2 - . .
obtiene que a €I, pues xyel. El reciproco es inmediato.

El resultado anterior permite obtener una condicién suficien

te, en términos del grupo ordenado, para gque no haya nilpotentes

en el anillo, asi como un resultado de estructura para cierto ti-

po de f-anillos:

Proposicidn 4. Los f-anillos conmutativos unitarios en los

que todo positivo es unidad fuerte [ 1] carecen de nilpotentes vy,
consecuentemente, son productos subdirectos de dominios de inte-

gridad totalmente ordenados.

Demostracidn: Puesto gue el nilradical, N(A), es sdlido y
[12] n(A)= N{JlseP}, bastard con demostrar que toda unidad fuer-
te a, a>0, pertenece al complementario de alglin PeP. Si IesSM(a),
por P.3 (§1.2) serd suficiente probar que a2¢I, para lo cual ve-
remos que a2 es también una unidad fuerte. Para todo x€A, x#0,
existe neN tal que O0<l|xl<na; por la existencia de unidad y por
ser a unidad fuerte se tiene que o<lxl<m a2, para algiin meN,
como se queria ver. La segunda parte se deriva de que los f-ani-
llos sin nilpotentes se caracterizan por ser productos subdirec-

tos de anillos Integros totalmente ordenados [ 12].

El reciproco de la proposicidn anterior uc es cierto en gene
ral. Para ello es suficiente considerar el f-anillo de las funcio
nes continuas reales sobre un compacto, con las operaciones y el
orden puntuales, o el de las funciones reales continuas y acota-

das definidas sobre un espacio topoldgico cualgquiera.
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§1.3. Ideales s6lidos primos y r-primos.

No todo ideal sdlido r-primo es primo: consid&rese el f-ani-
116 de las funciones continuas reales definidas en R, C(R), y sea
feC(R), £20, tal que f(xo)=0 para algfin x € R y sea no nula en un
entorno de X (salvo xo). Sea I maximal en el co;junto de los idea
les sb6lidos que no contienen a f y contienen a £~ . Entonces Ig¢ SM(f)
y por tanto IePr, y en cambio I¢P, en virtud de P.3 (§1.2). Nbétese

que por P.1 (§1.2) I es un semimaximal que no es sdlido maximal.

En este apartado se trata el problema de dar condiciones para

que un ideal de Pr sea de P, en términos del radical del ideal. Pa

ra ello, se tiene en primer lugar:

Lema 1. Si A es un f-anillo conmutativo y unitario, e I es

ideal sdlido, entonces el radical de I es la interseccidn de 1los

ideales sblidos primos que lo contienen.

Proposicidn 1. Si A es un f-anillo unitario y conmutativo y

IePr, entonces se tiene que IeP si y sblo si I=radlI.

En efecto: Sb8lo hay que probar que radI=I = IeP. Séah x,y ta-
les que x¢I,y¢I. Por hipdtesis y por el lema anterior existen PeP,
P'eP tales que PDI, P'DI, y x¢P y y¢P'. Dado que el conjunto de
ideales sdlidos que contienen a un r-primo estd totalmente orde-
nado por inclusidn, resulta que P y P' son comparables, y se pue-

de suponer que PCP'. En tal caso, xy¢P, de donde xyfI.

De la proposicidn anterior se deriva inmediatamente:

Corolario 1. En un anillo unitario conmutativo, si un ideal
radical no es primo tampoco puede ser sdlido r-primo respecto de

ninglin orden que convierta al anillo en f-anillo.
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2. Superunidades y Subunidades.
Recuérdese [ 10] que un elemento u#0 de un anillo reticulado
A es una superunidad si Ixlu =l xly al x>l xl, para todo x€A. Intrc

ducimos en esta seccidén la nocidn de subunidad:

Definicidén 1. Si A es un anillo reticulado y s€A, diremos

que: s es una subunidad si 0<s IxI<Ixl vy o<l xls <l xl,

¥X€EA, x#0.
Veamos un ejemplo de f-anillo sin unidad y con subunidades:
Ejemplo 1. El conjunto A={feC([0,1])|f(%)=O} con las opera-~
ciones y el orden puntuales es un f-anillo no unitario que contie

ne infinitas subunidades.

§2.1. Propiedades de las superunidades y de las subunidades.

Notese que de las definiciones anteriores sdlo puede afir-
marse la no negatividad. Como se verd a continuacidn en ciertos

casos puede asegurarse la positividad.

Reunimos en la siguiente proposicidn algunos resultados re-

feridos a superunidades y subunidades:

Proposicidn 1. a) En los d-anillos toda superunidad es posi-

tiva. Si ademéas x2 =20, ¥x, entonces toda subunidad es positiva.

b) Todo d-anillo con superunidad & con subunidad es f-anillo.

c) Si un anillo reticulado tiene una superunidad, entonces
tiene infinitas.

d) En un f-anillo con superunidad u se cumple: (i) si x es
divisor de cero, entonces x Pu. (ii) si el anillo es conmutativo
y x#0, entonces x es divisor de cero si y sdlo si lo es xau.

e) En un f-anillo unitario A se verifica, para z>0:

i) Si N(A)=0 y z no es divisor de cero y es del centro del
anillo, entonces puede expresarse como producto de una superuni-
dad y una subunidad.

ii) si z=sz.uz,‘con sz subunidad y uz suparunidad, entonces

zA1 es una subunidad y 52<2A1<z<zv1<uz. es decir, zal y zvi



Joan Trias Paird 52

son, respectivamente, la midxima subunidad y la minima superuni-
dad mediante las que z puede expresarse como producto de una

subunidad y una superunidad.

En efecto: a) Si u es una superunidad y x>0, tenemos que
u x=0, de donde en particular (u—)2=0. Por otro lado uu =0, o
sea u+u_2>u—. Ahora bien, puede probarse que u+u—=0, con lo gue
u=>0. En el segundo caso, sea £ una subunidad, y supongamos que
s >0. Entonces s+s-—(s—)2>0 (*). Por hipdtesis es (sz)_=0, es de
cir, s+s—+s-s+=0, pues estamos en un d-anillo. Sustituyendo s+s_=0

en (*) se llega al absurdo. Luego s 2>0.

b) En ambos casos la demostracidn es andloga, teniendo en
cuenta que en los d-anillos, si x20 y aab=0, entonces aaxb es
un anulador del anillo por la derecha y asbx lo es por la izquier

“da [1].

c) Es consecuencia de que todo grupo reticulado carece de mi

ximo.

d) y e) Los enunciados no inmediatos se demuestran utilizan-

do la descomposicidn ab=(avb) (asb).

§2.2. Inmersidn en un f-anillo unitario.

Sea A un f-anillo conmutativo con subunidad s y sea So el
conjunto de los no divisores de cero. ?laramente So#ﬁ. Denotamos
por (SOA,+,-,< ) el f-anillo total de cocientes, asociado a So'
ordenado por el cono P={a/s] as= 0}([15]). Se indica este orden
por < . No hay ninguna dificultad en considerar la misma construc

cidn en el caso superunitario.

Proposicidn 1. a) Todo f-anillo conmutativo A con subunidad

S se inyecta como sub-f-anillo en el f-anillo (SOA,+,',< ), con
unidad s/s. Ademds, si A es ideal dual del reticulo (SOA,< ), en

tonces A es unitario.

b) Todo f-anillo conmutativo A con superunidad u se inyecta
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como sub-f-anillo del f-anillo (SOA,+,-,<), con unidad u/u. Si

A es convexo en SoA’ entonces A tiene unidad.

Demostracidn: a) La aplicacidn is: A > S A, is(a)=(as)/s
es un morfismo de anillos reticulados inyectivo, con lo gue se

prueba gque is(A) es un sub-f-anillo de (SOA,+,',<). En cuanto
2
a la segunda parte: el elemento‘g— es de is(A) y por tanto, de

2

mlm

‘<sup{§—, 2} = p se deduce por hipbtesis que peis(A). Veamos

gque p es unidad multiplicativa de is(A) (y en consecuencia A es

. . . + XzS
unitario): sea Zﬁls(A) y sea xzeA tal que z= pant Por ser z>0

2 - .
Yy s eSo, es xzs>0, de donde xz?o, pues seso. Ahora bien,
x, v sxz'= X, Y por tanto, teniendo en cuenta que todo f-anillo es

d-anillo y que >0 (P.1 (b), §2.1), se cumple:

2 3
X s X s (x Vv x s)s X s
z 4 z z z
pz=sup{ 2 ! }= - = = zZ.
s s s s

. . . +
Si z es arbitrario, se aplica este resultado a z y z vy

con esto se completa la demostracidn.

. . . . au
c) Basta considerar la aplicacidn 1u(a)= s En cuanto al

resto,. la demostracidn es similar a la del apartado a).

3. E1 Algebra de Boole de los idempotentes de un f-anillo.
(En toda esta seccidn se supondrda que A es un f-anillo unitario, con unidad 1.)

§ 3.1. Componentes de la unidad.

En primer lugar se establece una caracterizacidn reticular

de los idempotentes:

Lema 1. Los idempotentes de un f-anillo unitario son las

componentes de la unidad es decir: e2 = e si y sblo si e A(1-e)=0.

En efecto: Es consecuencia de que el anillo es un producto
subdirecto de anillos totalmente ordenados y de que un anillo uni-

tario totalmente ordenado no contiene idempotentes no triviales[1 ]
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De esta caracterizacidn y de las propiedades de las compo-
nentes de la unidad en un anillo reticulado [2] se deriva el si

guiente resultado:

Proposicidén 1. El conjunto de los idempotentes, Id(A), con

el orden del anillo, es un Adlgebra de Boole con minimo 0, maxi-

mo 1 y el ortocomplemento de e es 1-e. Ademds, si el supremo de
un conjunto de idempotentes existe en A, tambi&n existe en Id(A)

y ambos coinciden, y andlogamente para infimos.

Este Algebra de Boole se indicari por (Id(A),v,a,0,1). De

esta proposicidn se deduce:

Corolario 1. Si A es Dedekind-completo (vid. [13]), enton-

ces (Id(A),w,4,0,1) eé un Algebra de Boole completa. Si @#B CId(R)

entonces existen Sy¥p By %g%A? y coinciden (id. para infimos).

Como caso particular, y teniendo en cuenta que el doble con
mutador (" (D) de un conjunto D de operadores de H que conmutan

entre si es un f-anillo Dedekind- completo [13], resulta:

Corolario 2. Id(C" (D)), con el orden inducido por C" (D), es
un dlgebra de Boole completa. Si @#B CIA(C" (D)), se tiene que
supB8 y supB coinciden, y andlogamente para infimos.

c" (D) d(¢"(p))

En todo f-anillo unitario los idempotentes son centrales
[10] y por tanto Id(A) es un anillo de Boole unitario con las
operaciones eee' = e+ e'-2ee' y ee' [8], que indicamos por
(Id(a),®,-), y en consecuencia es Adlgebra de Boole por el orden
e:&e' © ee' = e, dlgebra que se denotard por (Id(A), 4 ). Nos pro
ponemos relacionar ambas estructuras, cuestidn gque es importante
puesto que permitiri establecer posteriormente conexiones entre
las propiedades reticulares del f-anillo y las del &lgebra de

Boole de las isometrias reticulares homogéneas [7].

Lema 2. Si e,l,...,en son idempotentes de A, entonces
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e1A...Aen=e1...en. ba demostracidn es por induccidén sobre n, ha-

ciendo uso de la descomposicidn ab=(avb) (asb), de que los idempo

tentes son centrales y de P1 (§3.1).

Como consecuencia se deduce:

Proposicidn 2. El orden =X coincide con el que se deduce del

élgebra (Id(a) IVIA'OI1) .

Todo idempotente induce una descomposicidn del f-anillo:

.. . 2 .
Proposicidn 3. Si e=e”, se tiene que:

a) A =<e>®<l1-e>

b) <e>l=<1-e> y <1-e>l=<e>.

En efecto: a) Es consecuencia de L.1 (§3.1) y del hecho de
que en f-anillos se tiene que <xAy> = <x>N<y>, Vx,y. b) Se deri-

va de que <e> es sumando directo [ 1].

§3.2. Los idempotentes de un f-anillo proyectable.

Se dice que un anillo reticulado es proyectable si.ale a‘I'J‘=A,VagA.

Lema 1. Si e, e, vy e, son idempotentes de A y x€A, entonces:
_— L

oL 1 e
a) si € C ¥, se verifica que | x| =| x| e.

. P .1 1 1l 1
< . = <« =
b) Es e1\ e2 si y sdlo si ezC e1, Yy, por tanto.e1 ?2 e1e2.
1

En efecto: a) De e =<1-e> (P.3,§3.1) resulta que (1-e)alxl=0 (*).
Por otrolado sustituyendo en el segundo factor de |x|=(|x|v U(IxIAﬂ
la unidad por ev(1-e) (P.3, §3.1), y utiiizando (*), se obtiene que
| x| =(Ixlv 1) (Ixlae). (**). Repitiendo el proceso para el primer fac
tor de (**) y teniendo en cuenta que A es un d-anillo:
Fxl =l x| (I xlae)ve(l xlae)v(i-e) (| xlae)=| x| (xlae)v e(Ixlae)v 0=( xl ve) (| xhe)-
’_=|xle. Esta Qltima igualdad es debida a que los idempotentes son del
centro.

b) Es consecuencia de a).
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Proposicidn 1. Si A es proyectable, el polar de todo elepen-

to a€A es polar de un nico idempotente, que es precisamente la

11

proyeccidn de la unidad sobre a .

: 1 11
En efecto: Sea 1=a_ +a con a,€ea y azea . De a1Aa2=O se

1 27 1

= = 2 = -
1 2A(a1 =35 Veamos gque a azl
Efectivamente, dado que a_€a , se tiene que a=aa,, de donde a;Ca ’

1 2
1
pues A es un f-anillo. Ahora bien: aze a“'= a'u'lc a2 = a Ca2, con

lo que se obtiene la igualdad. La unicidad se demuestra aplicando

L.1,§3.2.

deduce que a a2=0 y por tanto a +a2)a

§3.3. f-anillos unitarios con Id(A) convexo.

En todo este apartado supondremos que Id(A) es convexo en A.

Proposicidn 1. Si Id(A) es convexo, se cumple:

a) Todo Atomo del reticulo (A, <) es idempotente. En particu-

lar, los Atomos son menores o iguales que 1.
2
b) x">| x|, para todo x de A. Por tanto, A es proyectable.

c) A es producto subdirecto de anillos totalmente ordenados

P
e 1integros.

Demostracidn: a) Sea a un &tomo de (A,< ). En particular a> 0

1 1
y agIid(A)”, pues Id(A) = 0. Sea e€Id(A), e#0, tal gque ena>0. Por la
minimalidad de a serid a=ase, de donde 0O<a< e, y por convexidad re-

su¥tard que a€Id(A).

b) De la convexidad de Id(A) y de 0¥ |x|a1< 1 se deduce que
Ix|A1€Id(A), Ux€A. Por tanto, x2=((|x|v 1) (1x]21)) %= (Ixlv N2(xan=
=( x|l v 1) x| = x2v|x|, de donde x2> | x] . Para la segunda parte, es
suficiente tener en cuenta que ahora todo positivo serd superidem-

potente [ 1] y en consecuencia sumando directo [1].

c) Bastarad probar que no hay nilpotentes [12], y para ello se
ra suficiente ver que no los hay de orden 2. Ahora bien, &sto es

evidente por b).
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Proposicidn 2. Si Id(A) es convexo, entonces A es totalmente

ordenado si y sdlo si Id(A) lo es.

En efecto: Veamos que si Id(A) es totalmente ordenado también
o eé A. Por la convexidad, es Id(A)={x| 0 <x <1} y de la tital cr-
denacidn se deriva que 1 es un elemento bdsico [1]. Luego 1 es
un subgrupo sdlido r-primo [4]. Ahora bien, 1l={0} en un f-anillo
y asi {O}ePr, condicidn suficiente para .asegurar que A es totalmen

te ordenado.

Proposicidn 3. Si Id(A) es convexo, entonces para cada subcon

junto de idempotentes para el que exista supremo (o infimo) en
Id(A), también existe supremo en A (resp. Infimo) y ambos coinci-
den.
En efecto: Sea @#B CIAd(A). Por hipdtesis existen sup B y
Id(A)

inf B. Veamos que existe supB y qﬂe supB=sup B (la demostracidn
Id(a) a A 1d(a)

correspondiente al caso de infimos seria similar). En efecto: pues

to que z= sup B es una cota superior de B en A, si no fuera supre-
1d(Aa)
mo de B en A deberia existir weA, w cota superior de B tal que ws z.

Considérese u=waz. Se tiene que e< u<z, VeeB. Por la convexidad,

serid ue€Id(A), lo cual es una contradiccidn,

§3.4. La estructura reticular de PI(A).

Considérese PI(A)={elIeeId(A)}, subconjunto del Adlgebra de
Boole de los polares del anillo, P(A) {1]. En este apartado estudia-

mos la estructura de PI(A), con el orden inducido de P(A).

Proposicidn 1. Siendo a,b de Id(A), se tiene: i) alAbl=(av b)i,

lv }5’L y a‘LAbl se suponén en el reticu-

y i1) alv pl= (asb)l, donde a
lo P(Aa).

En efecto: i) Por ser A f-anillo y por P.3(b) (§3.1) se verifi
ca: alAbl=<1—a> ﬂ<1—b>=<(1-a)A(1-b)>=(1-(1-a)A(1—b))l=(av b)l. ii)
Nuevamente por P.3(b) (§3.1) resultara: alv bl=(allﬂbll)l;(<a>r\<b>g
=(aab)l .
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Esta proposicidn, juntamente con L.1 (§3.1) y P.1 (8§3.1),
asi como el hecho de que P(A) es distributivo, nos permite enun-

ciar el siguiente resultado:

Proposicidn 2. Con el orden inducido de P(A), PI(A) es una

subdlgebra de Boole de P(A), con supremo e infimo los de P(A),

minimo 0, mdximo A y el ortocomplemento de e es (1-ef.

Este 3lgebra de Boole se indicard por (PI(A),v,a,0,A). Serén

itiles las siguientes propiedades:

Lema 1. Sea {eili}C Id(A). Entonces se verifica:

.- . ) 1l 1

a) si existe Vy e, en A, también existe Aet enPI(A) y Aei=W'eﬁ
it i it

b) si existe A-ei en A, también existe ,Veli enPI(d) y VéLi.=(A ei)'l'
i i i i

1l
En efecto: a) En primer lugar, es (V ei}=ﬂ e, . Siendo P(A) completa
i i
) 1 L .
{11, existe A ei en P(A) vy A ei = N e,. Ahora bien, por P.1(§3.1),
i i i

[

1
es V eieId(A) y por consiguiente A e;= n ei en PI(A). b) De la
i i i

existencia de e= A e, se deriva la existencia de V (1-ei)=1-e.
i i
1 1
Por P.3(b) (§3.1) se tendrad: V ei=( n eil) =( N (1-e.%)g(A U—e.)l%.
i i i . i *
Por el apartado a) ya demostrado serd en particular A (1-ei)l=
1

(V (1—ei))l, de donde, y nuevamente por P.3(b) (§3.1): V ei =
i i

(Vv (1-ei))ll=(1-e)ll=el=( A ei)l. Finalmente se llega a la con-
i i

clusidn teniendo en cuenta P.1 (§3.1).

Proposicidn 3. Si A es Dedekind-completo, todo polar es polar

de un f{inico idempotente. En particular, PI(A)=P(A).

Demostracidén: Sea B=Cl, g# CCA, es decir B=F\{xL]xeC}. Sien-
40 Dedekind-completo, A es proyectable y puede aplicarse P.1(§3.2):
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para cada x€C existe un idempotente % tal que xl= ei y, por tam-

1
to, B= A e (en P(A)). Por otra parte, siendo Id(A) acotado su-
X€C

periormente por 1, y por la completitud, resulta que existe V e_=
X€E C

= e y eeId(A). E1 lema anterior nos asegura que B= é‘ePI(A). La

unicidad de e se obtiene aplicando L.1(b) (§3.2).

§3.5. Los idempotentes de C" (D).

Sea R el reticulo [ 9] de todos los proyectores ortogonales
sobre los subespacios vectoriales cerrados de un espacio de Hil-
bert H, ordenado por el mismo orden que (¥,<). Si Pg#BCR. exis-
te s;pB y es la proyeccién sobre BXBB(H), subespacio vectorial ce
rrado generado por U{B(H)|Bep}. Tambi&n existe i;fB y es el pro

yector ortogonal sobre N{B(H) | BEB} .

Teorema 1. Si D es un conjunto no vacio de operadores de #

que conmutan entre si,

a) (Id(C"()),<) es un subreticulo de (B,<).

b) si @#BC 1d(C" (D)), entonces P= inf B es la proyeccidn
Id(¢" (p))
ortogonal sobre n{B(H)]BeB } vy, en consecuencia, P= inf B .
R
c) si @g#B CcId(Cc" (D)) y Q= sup B , entonces Q es el proyec
Id(c" (D))
tor ortogonal sobre Vy B(H). Por tanto, Q=sup B.
Bep R

Demostracién: a) Si P,P'eId(C" (D)), hay que probar que
inf (P,P')eId(C" (D)) y que inf(P,P')= inf (p,P'), y andloga-
R R Id(C" (D))

mente para supremos. Puesto que PP' =P'P, es [ 9] i;f(P,P')=PP' y

s#p(P,P')=P+P'—PP'. Luego iﬁf(P,P'), s;p(P,P')eId(C"(D)). El lema

2(§3.1) permite probar el resto.

b) Hay que demostrar que'P(H)=n{B(H)|B€B}. Siendo P< B, ¥BeB,
en Id(C"(D)), también serd P< B, YBeB en R . Luego P(H)C B(H), ¥ BeEB

lo cual nos proporciona una inclusidn. Para establecer la otra, su-
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pongamos que B(x)=x, VYBeB. Se tiene que probar que Px=x. Para ellc
'y puesto que C" (D) es un grupo reticulado, teniendo en cuenta

C.2 (83.1), podemos escribir que inf B = infB-=I-D, siendo
a(c" (o) (D)

D= sup {I-B|BeB}, de donde (Px|x)=||x||2-(Dx|x). Sea ahora
c" (D)

(en C" (D)), para todo subconjunto finito k=(Bj ,...,Bj ) de B, el
1 n

operador Mk=(I—Bj v ... v(I-Bj ). Entonces los conjuntos {I-ﬂEeB}
1 n

y {Mklk} tienen las mismas cotas superiores en (C" (D) y por tanto
existe sup {Mklk} y coincide con D. Pero {Mk[k} es filtrante su-

Cll (D)
periormente y en consecuencia [13]: (lex)=|]x||2 - sup(ka|x).
k

Para completar la demostracidn, veamos que (kalx)=0, ¥k. Por
L.2 (§3.1) es M, =I-(B, ...B. ) y en consecuencia (M x|x) =
k ]1 jn k

=||x||2-(Bj ...Bj xlx)=0, debido a que Bx=x, V¥Be¢B. La segunda par-
1 n

te se siqgue de la anterior ya que si P y P' son los proyectores
ortogonales asociados a los subespacios cerrados S y S', se tiene

que S Cs' si y s8lo si P <P

c) Se reduciri el problema al caso anterjor: si Q= sup B =

1a(C" (D))
=I- inf {1-B|BeB} y T= inf {I-B|BeB}, es T(H)= N (I-B) (H).
1d(C" (D)) 1d(C* (D)) BeB
asi pues, o(m)=(r-m) @=r@! =( N (x-p)y uHt=( N Hl- v @t -
B€B BEB BEB

=V B(H). Esta ltima igualdad es debida a que B(H) es cerrado.
BeB

Proposicidn 1. Si BeC" (D) ,DCH,D#%, entonces é‘= P;) siendo P

el proyector ortogonal sobre la adherencia de B(H).

B

En efecto: C" (D) es proyectable por ser Dedekind-completo. Por

P.1 (§3.2) es Bl=Pt, siendo PB la proyeccidén de I sobre Bll en la

A 1
descomposicibn C“(D)=Bl$ Bll. Ahora bien, B L es la banda generada

por {B} [13], por la arquimedianidad de C" (D). Por consiguiente, PB

es la proyeccidn ortogonal sobre B{(H) {137].
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Proposicidn 2. Si c={cjljeJ}CC“(D), D=V Cj(H) y P es la
b

proyeccidn ortogonal sobre DC' entonces:

) P " (D) Cl- Pl
a CGC D) y = Pq

b) Si BEC" (D)., se tiene que BCj=0 VjeJ si y sblo si B PC=0.

1

En efecto: a) Es C —n{c |J€J} si PJ'es la proyeccidn ortogo

nal sobre C (H), por 1la prop05101on anterior serd Cj ; yCLﬁﬁP peﬂ,
y cada Pj es de C" (D). Sea Q= sup {PjIJEJ}; entonces Q€eId(C" (D)) vy

1 1 c" (D)
C™= Q. Como consecuencia de T.1 (§3.5) y L.1(b) (§3.2) se deduce

que Q=?c.

b) Se sigue de que en (" (D) se satisface la equivalencia

| x| a]¥|= 0 « xy=o0.

Si C es un subconjunto no vacio de (" (D), S(C) es el subespa
cio vectorial sélido generado por C en C"(D) y b(C) es la banda

+ 2 .
generada por C, entonces Te(b(C)) si y sdlo si T= sup {Wes(C)| OSW<T}.
c" (D)
La proposicidn anterior permite obtener otra caracterizacién, en

- : . +
términos algebraicos, de (b(C)) :

Proposicidn 3. Con las hipdtesis y notaciones de la proposi-

cidén anterior, si T >0 entonces Te€b(C) si y sdlo si TPC = PCT = T.

En efecto: Por la proposicidn anterior y por P.3(b) (§3.1) es
b(C)=Cll=PéLl=(I—PC)l. Asi pues, Teb(C) si y sdlo si TA(I—PC)=O 8,

equivalentemente, T=TPC=PCT.

4. Isometrias reticulares en los f-anillos.

Las isometrias reticulares de un grupo reticulado conmutativo

y de un f-anillo, es decir, las aplicaciones g: G - G que conservan
la distancia generalizada d(x,y)=|x-y|, han sido estudiadas en [7].
Consideraremos {inicamente las homogéneas, es decir, las gque dejan o

fijo. Se indicari por H(G) el conjunto de tales aplicaciones. H(G) es



Joar. Trias Pairé 62

un anillo de Boole unitario con dos operaciones, °, la composi-
cidn, respecto de la cual es giupo involutivo, y *, que seguida
mente describiremos en el caso de los f-anillos unitarios. Este
anillo Booleano se indicard por (H(G),°,*) y el dlgebra de Boole
correspondiente que se obtiene por el orden O T ¢ O*T=0g se de-
notara por (H(G),v,a,I,-I), siendo I la identidad. En el caso de
un f-anillo unitario A, existe un isomorfismo de anillos de Boole
(H(A),°,*) > (Id4(n),®,*),0 - egr siendo e0=(0(1))_. De esta forma,

si OeH(A) se tiene que 0(x)=x(1-2e0), y si e=e2, la aplicacidn
T
X * x(1-2e) es una isometria TeH(A) tal que e .= e. Ademds, resul

ta que (0°ﬁ(x)=x(1-2(eT$ eT)) y (U*T)(x)=x(1-2(eoeT)).

Supondremos en toda esta seccidén que A es un f-anillo unita-

rio, con unidad 1.

§4.1. Idempotentes e isometrias reticulares.

Las Adlgebras de Boole de idempotentes dependen esencialmente

del grupo reticulado:

Proposicidn 1. Si P, Y P, AxA » A son dos productos que con-
vierten al mismo grupo reticulado conmutativo (A,+,< ) en f-anillo
unitario, de unidades respectivas U,y u,, entonces las dlgebras de
Boole correspondientes (Id1(A),m,A,0,u1) y (Idz(A),v,A,O,uz) son

isomorfas, y un isomorfismo es Id1(A) - IdZ(A)' e » p1(u2,e).

En efecto: Si Ai=(A,+,pi,< ), para i=1,2, se tiene que
H(A1)=H(A2). La composicidn de los isomorfYismos Id1(A).+ H(A1),

e -~»d, siendoc(X)=p1(x,u -2e), y H(Az) - Idz(A).c > (uz)_, nos

1
proporciona el isomorfismo deseado. La expresidén del enunciado se

obtiene del hecho de que A es un d-anillo.

Obsérvese que como consecuencia de C1 (§3.1) se tiene que si
A es Dedekind-completo, entonces (H(A),v,4,I,-I) es un dlgebra de

Boole completa.
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Proposicidn 2. El conjunto de las isometrias (por la norma)

de C" (D), siendo @# DCH, contiene un dlgebra de Boole completa

de isometrias, que es el Algebra H({C"(D)).

En efecto: Si O€H(¢" (D)), existe un PeId(C" (D)) (basta to-
mar P= %(I-G(I)) tal que ¢g(B)=B(I-2P), ¥B€C" (D), con lo que ¢ es
lineal. Siendu la norma de (C" (D) compatible con la estructura re
ticulada, resulta que toda og€H(C" (D)) conserva la norma. El resto

es consecuencia de C.2 (§3.1).

§4.2. Caracterizaciones geométricas de las isometrias reticu-

lares.

Proposicidn 1. Los elementos de H(A) son las homotecias de

razdn a, con Ia[= 1.

En efecto: Sea ge€eH(A) y sea e0 su idempotente asociado. De la
expresidn c(x)=x(1-2e0) podemos afirmar que g es una homotecia de
razdn 0(1) y por ello bastarid ver que |0(1)|= 1, que es inmediato.

La demostracidén del reciproco no ofrece dificultad.

Corolario 1. a) Para todo a tal que |a|=1, existe un idempo-
tente e para el que se satisface a=1-2e. Por tanto, todo elemento

de valor absoluto 1 es del centro.
+ - .
b) Si |a|= 1, entonces a y a son idempotentes.

c) El conjunto B= {a| |a|=1} coincide con {a| a2=1} y con el
producto del anillo es un grupo multiplicativo involutivo, isomor-

fo al grupo subyacente de (Id(A),®,*).

En efecto: a) Resulta de considerar la homotecia de razdn'a.
b) Es consecuencia de a) y de L.1 (§3.1). c) Por ser A d-anillo,
Bc{a|a2= 1}. Sea ahora a®=1. Por un lado, |a|=(]a]v 1) (|a]al) =
=(|a|2A|a|)v(|a|A1)=1A|a|, y por tanto |a|<!. Por otra parte, uti-
lizando la distributividad respecto del infimo, se obtiene que
|a| >21. En definitiva, |a|= 1. Finalmente, la aplicacidn Id(A) - B,

¢ (e)=1-2e nos da el isomorfismo requerido.

Introduzcamos la siguiente definicidn:
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1
Definicidn 1. Si <a> es un sumando directo, o sea, A=<a>®a ,

diremos que @:A - A es una simetria axial reticular de eje_a si es

1
morfismo de la suma y ¢(x)=x, para x€<a> y ¢(x)= -x, para x€ a .

1
siendo x=x_+X_., con x1€<a> y xzea .

Es decir, ¢(x)=x1-x2, 1 5

Proposicidn 2. a) Si ceH(RA) y eo es el idempotente asociado,

entonces

e 0i(1-e )l
(o]

b) Toda geH(A) es una simetria axial reticular: g es una si-

metria axial de eje 1—eo.

c). Si geH(C" (D)) y P=¢g(I) , entonces g(B)=B si BP=0 y 0 (B)=-B
si BP=B.
1

Demostracidén: a) Escribamos x=xe0+x(1—e0), XeA. Si xe€ eo, en-
tonces, dado que A es un d-anillo, resulta que xe0=0 y por tanto
x=x(1-e0). Luego 0(x)=x(1-2ec)=x, con lo que Olel = I. De modo pare

cido se prueba que 0| 1 = -1, Y

(1-e )
o 1
b) Es consecuencia de a) y de la descomposicidn A=e09(1-e0)
(T.3, 8§3.1).

c) Si P=0(I)-, se tiene gque C“(D)=Pl$(I—P)l. Siendo

Pl={B€C"(D)|PB = 0} y (I—P)l={BeC"(D)|B=BP}, la conclusidn se dedu-
ce de b).

Es claro por otro lado que toda simetria axial reticular es
ina isometria reticular homogénea, pues la suma directa de sdlidos

es ortogonal y se tiene que |a-b|=|a+b| si a y b son ortogonales.

En el caso totalmente ordenado es H(A)={I,-I}, lo gque no sig-
nifica que para A no totalmente ordenado sea H(A) no trivial [7].
En ciertos casos, sin embargo, puede asegurarse gue existen isome-

trias propias:

Proposicidn 3. a) Si A es proyectable y no totalmente ordenado,

entonces Id(A)#{0,1}. Por tanto, H(A) contiene isometrias distintas

de I,-I.
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b) Si @#D CHy D#{A IIAeR}, entonces existen isometrias re-

ticulares (y por tanto por la norma) T :C"(D)* (C"(D) no triviales.

Demostracidn: a) Por ser A no totalmente ordenado, existe x#0
1l 1 2 1
tal que x #0. Por P.1 (§3.2), es x =e , con e=e . De x#0 y x #0 se
deduce que e#0 y e#1. b) Por hipdtesis, C" (D) no puede ser total-
mente ordenado, ya que si lo fuera, siendo Dedekind-completo, seria
isomorfo como grupo a R [11], con lo que D={AI|XeR}. Ahora la con-

clusidn se deriva del apartado a) y de P.2 (§4.1).

§ 4.3. E1 espacio de Stone de H(A), para A proyectable.

Considérese definida en M, conjunto de los ideales sdlidos
r-primos minimales, la topologia de Stone T, que tiene como abier
tos bdsicos los conjuntos {M}a={MeM[a¢M}, con a= 0. Si B es un &l
gebra de Boole, indicaremos por S(B) su espacio de Stone [5]. Si

T={{M}a[a >0}, el resultado fundamental de este apartado es:

Teorema 1. Si A es proyectable, entonces se cumple:

a) Los espacios topoldgicos (M,T) y S(Id(A),v,4,0,1) son ho-
meomorfos.

b) (T,U,N,@P,A) es un dlgebra de Bbole isomorfa a (Id(a),v,a,0,1

c) (H(A),v,4,I,-I) es isomorfa al dlgebra de Boole de abiertos-

cerrados de (M,T).

Demostracidn: a) Si Qes(Id(a),v,a,0,1), veamos que M ={x|xl=
= el, e€Q} es de M. (1) MQ es :5lido. Efectivamente, si lxlg[y[
1
y yeMQ, entonces existe e€Q tal que y = e vy v C x . Por P.1 (§3.2),

es X = e para un cierto e ,€Id(A). Por L.1(b) (§3.2), es e .S e.

17 1 1
Siendo Q un ideal de &dlgebra de Boole, resulta que xeMQ. (2) MQ es

subgrupo. Si x,y€EM_, sean e1,e26Q tales que xl=ei y yl=et . Enton-

11 1 .
ces (]x[+|y|) =(e1v ez) , de donde |x|+ly|eMQ, y por (1) se dedu-
ce que x-yEMQ. (3) MQ es r-primo. Sea xAyEMQ, es decir (xAy)l= el,
con e€Q. Por P.1 (§3.2), es xl=e%, yl=eé , con e$= % y eg = e,. De

11l 11 11
(leA[yI) CIxAyl y. de (]xlA'y]) =(e1Ae2) resulta que

1
e C(e1Ae2% , de donde (L.1(b),§3.2), e1Ae2< e. Siendo Q primo, de-
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berad ser e1eQ 5 ezeQ. (4) MQ es minimal. Dado que MQ es r-primo,

, +
bastard probar gue para todo xeMQ existe un yeA \M_ tal que |x|ay=O0.

Q
Fn efecto, si xl= el, para e€Q, es suficiente considerar y=1-e. El
resultado se deriva de L.1 (§3.1) y de gue en dlgebras de Boole los
ideales primos coinciden con los maximales. (5) Finalmente, MQeM

pues en f-anillos todo subg:upo sdlido r-primo minimal es ideal

sdlido r-primo minimal [1].

Visto ésto, definamos P:S(1d(n))~> M, w(Q)=MQ, y consideremos
¢:M »S(1d(A)) dada por w(M)=QM={eeId(A)[eeM}. Obsérvese que QM es no
vacio y propio. Puede comprobarse inmediatamente que QM es un ideal
primo de (Id(A),v,4,0,1). Luego ¢ estd bien definida. Demostremos
que ¢=¢-1. En primer lugar, si MeM, veamos que (Y°y) (M)=M y para
ello es suficiente probar que (Y°yp) (M)C M. Si xe(¢°¢)(M), es xJ'=e'L
para algimr e€M; si x¢M, por la minimalidad resulta que xlCM, de
donde elu{elcM, lo cual es imposible si MeM. En segundo lugar, si
QES(IAd(A)) y a€(p°YP) (Q), existe e€Q tal que a = el. De esto dedu-
cimos que (p°YP) (Q) CQ, de donde (9°VY) (Q)=Q por la maximalidad de
(w°y) (Q) .

Siendo ¢ y Y biyectivas, es fdcil ver que transforman abier-

tos basicos en abiertos basicos, lo cual termina la demostracidn.

b) Consideremos el morfismo reticular f£f:I4(A)~> T, e - {M}e.

Es inyectivo, pues si f(e1)=f(e2), es eﬁ = eé y por tanto e1=e

(L.1 (b)§3.2). En cuanto a la exhaustividad, supongamos que

2

{M}aeT, y sea e€Id(A) tal que al= el. veamos que {M}a= {M}e. Si
MG{M}a tendremos por la minimalidad gque aL:M, o sea elCM, de don
de 1-e€M. Por tanto e¢gM, es decir {M}aC{M}e. La otra inclusidn se

demuestra inmediatamente.

c) Es consecuencia de a) y del teorema de representacidn to-

poldgica para dlgebras de Boole [5].

Notese que este resultado no es necesariamente vilido en el

caso no proyectable (por ejemplo, c([0,1]).

Seguidamente se obtienen algunas consecuencias del teorema

anterior.
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Si (M$,T) y (MZ'T) son los espacios topoldgicos de 1deales
sblidos r-primos minimales asociados a los f-anillos unitarios
Ai=(A,+,pi,< ), i=1,2,sobre el mismo grupo reticulado conmutati-

vo (A,+,< ), se tiene:

Proposicidn 1. Si A es proyectable, entonces (M1,T) y (MZ,T\

son homeomorfos.
En efecto: se deriva de P.1 (84.1) y de T.1(a) (§4.3).

Supongamos Pr dotado de la topologia de Stone T:

Proposicidn 2. a) Si (Pr'T) es extremadamente inconexo, en-
tonces (Id(A),v,4,0,1) (y por ende (H(A),v,A,I,-I)) es un dlgebra
de Boole completa.

b) Si A es Dedekind-completo, entonces (M,T) es extremadamen-
te inconexo.

c) Si A es proyectable y H(A) es infinito, entonces Card H(A)K

Card M.

En efecto: a) A es proyectable [ 3] y por consiguiente es apli-
cable T.1 (§4.3), con lo que serd equivalente demostrar que (M,T)
es extremadamente inconexo [ 5]. Ahora bien, esto Gltimo es cierto
debido a que M es denso en Pr'

b) Basta aplicar C.1 (§3.1) y T.1(a) (84.3).

c) Si B es un algebra de Boole infinita se cumple que Card B<

Card S(B) [5]. Es suficiente pues aplicar T.1 (§4.3).

§4.4. E1 orden puntual en H(A).

El orden de A induce un orden natural en H(A), que seguida-

mente definimos:

Definicibén 1. Si g,T€e H(A), diremos gque o<%1 si y sblo si

olx)<T(x), ¥x>0.

Es inmediato que < es una relacidn de orden, gqu denominamos

orden puntual.
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Proposicidn 1. a) Si 0,T €H(A) y e_ y e, son sus idempoten-

o]
~ciados, entonces es Osi Tsi y sblo si Qr< e -

b) El1 orden <§ de H(A) es dual del orden <.

c) (H(a), <P) es un algebra de Boole, dual de (H(A),v,A,I,-I),

con minimo -I, mdximo I, y el ortocomplemento de 0 es -0.

En efecto: a) De qj< e, se deriva que 0 (1)< T (1) y si x20, cu

tonces og(x)< T(x), es decir 0<§T. Reciprocamente, de o<%1 resulta
que 0(1) <T¢1), es decir 0 <2(e0—eT), de lo que se puede concluir

ue e_<xe .
4 T 0

= e we e = e ., De L.2 1
o*T g o €1 . e (§3.1) se
deduce que 0 <T #ec <e1_, es decir, o<1 ¢T<po, por a).

b) o<te®e 0 *1T = g & e

c) Es consecuencia de b) y de las propiedades de (H(A),v,a,I,-]

Indicando este dlgebra de Boole por (H(A),v ,A ,-I,I):
p p

Teorema 2. Las dlgebras de Boole (H(A),VP,AP,—I,I) y (PI(a),v,A,0,
son isomorfas.
En efecto: Es suficiente tener en cuenta que (Id(A),v,4,0,1)»>

(pI(A),v,4,0,8), e > el es un isomorfismo de algebra de Boole, deri

vandose la inyectividad de L.1 (§3.2).
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