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SUR LES MESURES DU DEGRE DE FLOU

Au Prof. J. Kampé de Fériet,
comme hommage respectueux

Enric Trillas et Claudi Alsina

On caractérise toutes les entropies-floues qui sont des va-
luations du treillis P(X) des parties floues d'un ensemble fini
X, on presente la construction de certaines entropies floues et
on analyse leur caractire de valuation de treillis aiguisés

Sh(g) 'gez(x) .

1.- Soient X={x1,...,xn} un ensemble fini, I=[0,1] et P(X) 1l'ensem
ble(1) des parties floues de X iden?ifié avec 1" par h - (h1’“"hn)
ou hi=h(xi). P(X) est un treillis avec 1l'ordre ponctuel h<g ssi
h(x) <g(x), quel que soit xeI. La relation h<s g (s de "sharpened",
aiguisée) défine par h(x) <g(x) si xeg_1([0,%]) et h(x) 2g(x) si
xeg—1((%,1]), est un ordre partiel avec lequel les ensembles Sh(g)=
={heP(X); h <Sg} forment un treillis complét?ment rétic?lé (voir
) -

(2)). Soient Sh(g) = {heP(X); 1-heSh(g)} et T ~ (%""’E

~

On mesure le degré de flou d'une partie heP(X) au moyen d'une

"entropie—floue"(a) ou fonction p:1" ~ R+, telle que

a) D(h)=0 ssi he{0,1}n (parties ordinaires),
b) D(h)<D(3),
c) Si h Ss g alors D(h)< D(g).

On dit, en plus, que D est symétrique si D(h)=D(1-h). Il faut re-
marguer gque si f:R+ > R+ est estrictement croissante, £(0)=0 et D
est une entropie-floue, foD l'est aussi et alors sont entropies,

p. ex., anDn+...+a D+ao (ai>0,neN) et D/1+D. De la mgme fagon, si

1
D est une entropie et F:In > In, strictement croissante par rapport
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4 1'ordre <_, vérifie F({0,1} =0, 13", F(z"-f0,13")=1"-{0, 13"

et F(é)= %, DoF est une entropie-floue; p. ex., F(x1,...,xn) =
=(1—x1,...,1—xn) et Fo(x1,...,xn)=(xi reesaX ) quel que soit

1 n
o=(11,...,1n)e6;.

Les exemples d'entropies-floues donnés dans (3) sont dérivés
de l'entropie logarithmigque ou de Shannon qui, quoique n'@tant pas
inadéquate pour traduire une certaine idée d'@galement flou, est
étroitement liée aux propriétés d'indépendance probabiliste et aux
conditions d'additivité (ou de valuation) qui ne conviennent pas
parfaitement aux applications de la théorie des sous-ensembles
flous. Le but de cette Note, en continuant (2), est la construction
d'entropies-floues et 1'étude de leur caractére de valuations, soit
du treillis ponctuel P(X), soit des treillis aiguis&s Sh(g). C'est
dans les idées initiales de J. Kampé de Fériet (4) qu'il faut cher-

cher l'origine de ce qui suit.

2.- Dans (2) on considere le caractére de valuation du treillis
E(X) de certaines entropies, c'est a dire d'entropies-floues D
telles que D(h V g)+D(hAg)=D(h)+D(g). On peut démostrer aisément
le théoréme général suivant, qui caractérise ces entropies-valua-

tion.

Théortme. Les seules entropies-floues D qui sont valuarions

du treillis ponctuel P(X), sont celles de la forme D(h1,...,hn)=
n

. + .

= Z di(xi), ou les fonctions di:I » R sont nulles si x=0,

i=1 ‘
strictement croissantes dans [0,% ] strictement décroissantes dans
1 .
(3,1 ] et maximum pour x = 7 Une entropie-valuation est invariante
sous le groupe én ssi d1=...=dn; les seules entropies-valuation
symétriques sont celles qui, pour tout i=1,...,n, vérifient di(x)=

=di(1—x) quel que soit xeI.

3.- Considérons la famille de fonctions:
6.1 xr” + . .
a). tR XR =+ R , strictement croissante et nulle pour (0,0),

1 +
b) 9‘1’:[0,—]P +R ,1<p<n, strictement croissantes et nulles pour (0,.?,0),
n- 1 n-p_+ z
c) 92 P, ( 5,1]-——3R 1 0<p<n~-1, strictement décroissantes et nulles pour
n-p
(1,..7, 1),
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vérifiant
1

60 () <67 (3) et 0(65(3, .., 0 0P, ..,3)<6 7)1 <p<n-1.

Alors, comme (2) pour tout heéS = P (X) -Sh(%) U §3(%) éxiste et

; s ; ; ~ =1 1
est unique oh(h)_(l1""lp' ,..,1n)€6;, avec p=#h ﬂo,z])<n

1p+1

et telle que h, < ...< h, <-l<}L < ...<h, :
i i 2 i i
1 p p+1 n

2 . + .
Théoréme. La fonction D:In -+ R défine par

n . 1
61(h), si heSh(E)

~

n . == 1
D(h)= ez(h), si hGSh(E)

=

S(GE;(hi ,...,hi),e’zl'P(ixi se--sh ), si hes,
1 P p+1 n

est une entropie-floue.

Soit f:[O,-;—]n > R+ une fonction strictement croissante, nulle

pour (0,..,0) et telle que

6(f(x1,..,xp,0,..,0),fFO,..,O,x ,..,xn))=f(x1,--,xn),

pt+1

pour tout (x1,..,xn)eIn et tout p=1,..,n-1. Avec ef(x1,...,xp) =
=f(X_ ,..,% 40,..,0), 1<p<n et 62 P(x_ . ,...,x )=£(0,..,0,1=%___,..,1-x),
1 p' Tl OSEE 2 p+1 n p+1 n

0<p<n-1, le théordme précédant donne une entropie-floue Dg.
4.- Soit g€P(X). Si v:Sh(g)~> R+ est une valuation de ce treillis
aiguisé, c'est a dire si v vérifie v(h g f)+v(h é f)=v(h)+v(£f) pour

h,f esh(g), on dira que v est une g-valuation.

Théoréme. Soit gesh(%) (respect., gegﬁ(%)). Quel que soit 6, la

restriction de Dg 5»Sh(g)~ést une g-valuatio; si et seulement si il
P R + .
éxiste n fonctions fi:[O,gi] d R+ (respect., fi:[0,1-gi]+ R ), stric

tement croissantes et nulles pour x=0, telles que f(x1,...xn) =

= f1(x1)+f2(x2)+...+fn(xn).
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Théoréme. Soient gesS et 0g(g)=(i1,..,ip,ip+1,..,

triction de Dg 4 sSh(g) est une g-valuation si et seulement si:

i ). La res-
n

+ . .
1) Il existe n fonctions, fj:[O,gi] + R si 1< j< p,

et f.:[0,1—gi] > rY si p+1< j< n, strictement croissan

J n
tes et nulles pour x=0, telles que f(x1,..,xn)= > fj(xj).
P n =
2) g= +, dans le pavé [0, § £.(g, )]x [0, Z £.(1-g, )].®
. 3 i, s J 1.
j=1 3 j=p+1 : j

0
£

dans tout P(X) au moyen de l'union des domaines

Dés que l'on connait la restriction de DY & Sh(g) on peut avoir

1'expression de Di
ol 6= +, obtenus par moyen de 1'equation fonctionnelle du § 3.
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