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SEMEJANZAS EN f-ANILLOS

por

J. Grané

Sea A un anillo reticulado f-anillo unitario.

Definicidn 1.- Una aplicacidn 0:A -+ A se llama semejanza,

si cumple
d(x,y).d(o(z),o0(t)) = d(z,t).d(o(x),0(y))

cualesquiera que sean X,y,z,t€A, y siendo d la distancia natural
da(x,y) =|x-y|.

Es evidente que si 0 es una isometria, en particular es una

semejanza, como se desprende de una comprobacién directa.

Sea 0. g A. La aplicacidn Oa:A -+~ A dada por ou(x) =Q.x es

una semejanza pues
g _(x)- = . x-
|04 00 -0, (v [=lal . [x-v]
Esta aplicacidn se llamarid homotecia de razdn o .

Una semejanza O se llamard@ homogénea si o(0) = 0.

Proposicidn 1.- Toda semejanza ¢ es producto de una semejan-

za homogénea por una traslacidn.

En efecto, sea O una semejanza, y T la traslacidn que trans-

forma 0(0) en 0. Entonces
To O

es una semejanza que transforma el O en el O.
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Proposicidn 2.- El producto de semejanzas es una semejanza.

La identidad es una semejanza. Para que una O:A > A sea semejan-

za necesaria y suficiente que exista KEA tal que
lotx-o(y) | = [K] |x-y| )
para todo x,y€A.

Las dos primeras propiedades son obvias. En cuanto a la ter
cera basta ver que si se cumple (*) vale la definicidn de semejan
za, y que reciprocamente, si vale &sta, haciendo z=1, t=0 se ob-
tiene (*) con K=g(1)-g(0).

Sea ahora f:A > 71 Ai una representacién de A en un producto

i€
de totalmente ordenados, con 6 morfismo de anillo unitario reticu-
lado. Las condiciones de semejanza en A pueden traducirse al pro--
ducto Tm A,.
i€

Sea x€A. Definimos, dada la semejanza homogénea 0 que cumpla

lo(x)]=|x| |x|
I, = {ilo(xi) = -k, x, # 0}
3= ilox) =k, %, )
yJd = Uyg
9  xea ¥

Se verifica entonces como en [1] el siguiente

L 1.- = N .
ema Jx J0 sop(Kx)

Deducimos que ¢ actfia multiplicando X por K, "cambiando de

signo" sobre cierto conjunto de indices de I.

Haciendo x = 1 obtenemos

|
@
g
o
[N]
!
~
i

-(0(1))i si ieJ0

(0(1))i si iQJ0

-~
]

En cualquier caso se cumple g(xi)=(o(1)), X de donde
g(x) = g(1).x

Podemos pues establecer la siguiente
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Proposicidn 3.- Toda semejanza homogénea es una homotecia.

Toda semejanza es una transformacidn del tipo o(x)=ax+f ar BEA

Se cumple la siguiente propiedad de demostracidn inmediata.

Proposicidn 4.- Una semejanza admite inversa si y s8lo si la

razén O es un elemento invertible del anillo.

El conjunto de semejanzas invertibles forma un grupo con la
operacidén de multiplicacidn. El conjunto de homotecias inverti-

bles de A forma un grupo isomorfo al grupo multiplicativo A*,
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