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SOBRE FUNCIONES DE NEGACION EN LA TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS

por

. (*)
E. Trillas

0. Resumen.

En su trabajo de 1973, ya cldsico, Bellman y Giertz probaron
que P(X) es un reticulo distributivo con mdximo y minimo sdlo (con
hipbdtesis muy razonables) bajo las usuales definiciones (A U B) (x)=
max{a(x),B(x)}, (A NB)(x)=min{Aa(x),B(x)}, tratando escasamente el
formalismo analitico relativo a la negacidn. En el presente trabajo
se prueba que tal P(X) es un dlgebra de DeMorgan si y sdlo si la
funcidn de negacidn posée generador aditivo y que tales negaciones
constituyen, en un cierto grupo de funciones mondtonas, la clase de
conjugacidn de la negacidn N(x)=1-x. Se concluye con algunas obser-
vaciones informales relativas a las relaciones 1ldgicas entre evalua

cidén y negacidn.

1. Preliminares.

(1)

Dado un universo de-discurso X, Zadeh definid los subconjun-
tos difusos de X como aplicaciones A: X > [0,1], de manera que el nii
mero A(x)e[0,1] refleje el grado de pertenencia de x€X al subconjun

to difuso A.

si gclo,1] es tal que {0,1} CJ, escribiremos P;(X) en lugar de

X .
J, excepto si J={0,1} en que escribiremos P(X), identificando 1los

(*) . - . .
Este trabajo esta dedicado al Prof. Lotfi Zadeh, en testimonio de

amistad y estima.
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subconjuntos clidsicos de X con sus funciones caracteristicas, y si

J=[0,1] en que escribiremos P(X). Para toda J es P(X)C PJ(X).

Para extender a los subconjuntos difusos de PJ(X) las nociones
de unidn e interseccidn, son posibles varias definiciones pero, co-
mo han probado Bellman y Giertz(z), bajo hipdtesis absolutamente ra
zonables las finicas posibles para obtener un reticulo distributivo
(si J=[0,1]) con minimo @(x)=0 y maximo X(x)=1, son las (A U B) (x)=
max{A(x),B(x)} v (ANB) (x)=min{A(x),B(x)} , para cada x€[0,1]. Tales
operaciones, en los casos PJ(X), siguen dando la misma estructura
reticular bdsica que, en P(X), es la correspondiente a la dada por
la "contencidn" usual de la teoria de conjuntos. Puede contemplarse
PJ(X) como la "teoria de conjuntos" asociada a una 1ldgica multivalo
rada sobre J, en la que los valores de la conjuncidn y de la disjun
cidén vengan dados por v(p v q)=max{v(p),v(q)}, v(pag)=min{v(p),v(a)},

respectivamente (vid. (3)).

Bellman y Giertz dejaron abierto el estudio de aquellas funcio-
nes n:J > J tales que el difuso 5, definido por A(x)=n(A(x)), verifi
que el mayor niimero posible de las propiedades del complemento clasi
co. Zadeh, en su formulacidn inicial (1), adoptd la funcidn N(x)=1-x
al igual que se hace en L&gica multivalorada; designaremos tal fun-
cidén por N=1-j, siendo j la identidad de J.

(4)

Definicidn . Una funcidn n:J > J es una funcidn de negacidn

para PJ(X) si verifica: 1) n(0)=1, n(1)=0; 2) n es decreciente. Es n
una funcidn de negacidn ordinaria si verifica 3-o0) n(n(x))=2x. Es n

una funcidn de negacidn débil si verifica 3-d) n(n(x))<x. Si valen

3-0 y 3-d se verifica 3-f) n2=j, y se dice que n es una funcidn de

negacidn fuerte.

Estd claro que con una funcién de negacidn se garantiza que si
AEPJ(X) también KGPJ(X), asi como la validez de las leyes de DeMorgan
AUBS=A2’ HE, ANB =AU ﬁ, cualesquiera que sean A,BePJ(X). Si A€eP(X)
es A = A; ademis g = X, X = @. Por tanto, el dlgebra de Boole P(X), de
las partes clisicas de X, estd contenida en la estructura(PJOO,U,ﬁpwﬂ,X)
la cual, si la funcidn de negacidn n es fuerte, es un algebra de
DEMorgan(5'6'7) (o soft-algebra, o MV-algebra o quasi-algebra de Boole)

al verificarse A = A, para todo AePJ(X). Si n es funcidn de negacidn
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ordinaria sera Ac:i, en tanto que si es débil ECZA, para todo AGPJ(X).

La siguiente serie de resultados se comprueba inmediatamente.

Teorema 1.1. a) Si n verifica n(x)=0 ssi x=1 (n(x)=1 ssi x=0)
los Gnicos elementos de PJ(X) para los que vale el terceroc-excluido
A UA =X (el principio de no-contradiccidén AN A = @) son los AeP(X).
b) Si los fdnicos elementos de PJ(X) que verifican el principio de no-
contradiccidn (el tercero -excluido) son los de P(X), n verifica n(x)=0

ssi x=1 (n(x)=1 ssi x=0).

Estd claro, por consiguiente el

Corolario. a) Si n verifica 0<n(x)<1 ssi 0<x<1, los_ﬁnicos boo-
leanos de PJ(X) son los elementos de P(X). b) La finica funcidn de ne
gacidén para la que el tercero-excluido (el principio de no-contradic-
cidn) vale universalmente en PJ(X), es la débil no(x)=1 si x<1, nOU)=0
(es la ordinaria no(x)=0 si 0<x, n°(0)=1. c) Para ninguna funcidn de
negacidn valen universal y simult@neamente en PJ(X), con J # {0,1},

los principios de no-contradiccidn y del tercero-excluido.

Como resultado basico, vale el

Teorema 1.2. Para cada conjunto no vacio X, con {0,1}CJCJ[0,1]
provisto de una funcidn de negacidn fuerte n, el conjunto PJ(X) dota-
do de las operaciones A(x)=n(A(x)) y (A U B) (x)=max{A(x), B(x)}, para
todo xeX, es un 4dlgebra de DeMorgan en la cual (A N B)(x)=min{A(x),B(x)}
para todo xeX y ACB ssi ﬁ(:i. PJ(X) es un &dlgebra de Boole si y sdlo

si J={0,1}. El caso de Zadeh cdrresponde a tomar J=[0,1] y n=N.

2. Caracterizacidn de las funciones de negacidn fuerte en [0,1].

Lema 2.1. Si £:J + J es una funcidn creciente, biyectiva y tal
que £(0)=0, la funcidn n(x)=f-1(f(1)—f(x)), para cada xeJ y con

0<f(1)€J, es de negacidn fuerte para J.

En efecto, se cumplen evidentemente las condiciones 1,2 de la

definicidn. Ademas, n(n(x))=f-1(f(1)~f(n(x)))=f_1(f(x))=x.
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Si % f(1) € J, la negacidn n tiene un Gnico punto fijo (solu-

! (%f(1)); diremos

(9)

cidn Ginica de la ecuacidn n(s)=s), el punto s=f

de s que es el punto de simetria o nivel de designacidn de n y

de f que es un generador aditivo de n. Para N=1-j, es s=1/2 y f=3.

Evidentemente 0<s<1.

Lema 2.2. Si n:J > J es una funcidén de negacidn fuerte para J,

con punto de simetria seJ, existen generadores aditivos de n.

En efecto, s es Gnico. Sea h:3N [0,s] - dN [0,a], con O<a<1
tal que h(s)=a,h(0)=0 y h creciente y biyectiva. La funcidn f:J »J
definida por:
h(x) , si xeJNn [o,s]
f(x) =(
2a-h(n(x)) , si xeJN (s,1]

es un generador aditivo de n, puesto que £(0)=0 y si,

- x3JN[0,s), es n(x)éeJ N(s,1] y £(n(x))=2a-h(n(n(x)))=2a-£f(x).

- x=s, es f(n(s))+f(s)=a+ta=2a.

- x€J N(s,1], es n(x)eJ NO,s) y £(n(x))+£(x)=h(n(x))+2a-h(n(x))=2a.

Para todo x€J es, por tanto, f(n(x))+f(x)=2a y como f es biyectiva y
2a=f (1) es n(x)=f-1(f(1)-f(x)). Ademds, f es creciente en JN [0,s] ¥y
en J N(s,1]); si xedN [0,s], yeJ N(s,1] es h(x)S<a y tambié&n h(n(y))<a,
por lo cual es a<2a-h(n(y)) y f(x)<f(y): f es creciente en J. Es un

generador aditivo de n.

En conclusidn,

Teorema 2.1. Una funcidn n:J » J es de negacidn fuerte con un
punto de simetria, si y sblo si existen funciones f:J - J crecientes,
biyectivas y con £(0)=0, tales que n(x)=f_1(f(1)—f(x)), para cada

x€J, con O<f (1)< 1 arbitrario en J.

Corolario. Las lnicas funciones de negacidn fuerte en [0,1] son
. -1
las del tipo n(x)=f (£(1)-£f(x)), con £:[0,1] » [0,1] creciente, bi-
yectiva, £(0)=0 y 0<f(1)< 1 arbitrario.

En efecto, al ser n continua en [0,1] existe solucidn de la ecua

cidn n(x)=x y se aplica el teorema 2.1. Por ejemplo, con f(x)=mx se
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obtiene n=N y con f(x)=mx2 se obtiene n(x)=+ V1-x2 (negacidn circu-

lar).

3. Geometria de las negaciones.

I. Se comprueba inmediatamente que: a) Las funciones de negacidn
fuerte son biyecéiones de J; b) Una funcidn de negacidn ordinaria y
biyectiva es fuerte; c) Una funcidén de negacidn débil y biyectiva
es fuerte. Habrd que buscar, por tanto, las negaciones débiles y or
dinarias de [0,1] entre aquellas que tengan puntos de discontinui-
dad.

; . . . P
Ademds, hay tantas funciones de negacidn ordinarias como debi-

les. En efecto, para cada funcidn de negacidn n, la funcidn n =
NonoN (n(x)=1-n(1~-x)) es otra funcidn de negacidn tal que 52=Non20N,
por lo que:

a) n = n, ya gque N2=j.

b) si n es ordinaria, n es débil.

c) si n es débil, n es ordinaria.

Queda claro, por consiguiente, que en [0,1] las graficas de las fun-
ciones de negacidn ordinarias se deducen de las débiles mediante la

simetria respecto del punto (1/2,1/2).

II. Es evidente el papel que desempefian las funciones mondtonas. Sea
M(J) el grupo gque, respecto de la composicidn, constituyen todas las

funciones f:J + J biyectivas, mondtonas (crecientes o decrecientes) y
tales que {£(0),£(1)} = {0,1}. Sea F(J) el subconjunto de las funcio-
nes de negacidn fuerte y F'(J) el de las que, ademds, tienen punto de

simetria en J.

Consideremos la clasificacidn de M(J) en clases de conjugacidn
por la equivalencia usual f~f' si y sdlo si f= gof'og-1, geM(J) .

Sea (N) la clase de conjugacidn de N=1-j.

Lema 3.1. Es F'(J) C (N).

En efecto, si n es de F'(J) tiene un generador aditivo f por el

: 1 . . :
teorema 2.1. Si g = ?TTT f (biyectiva, creciente, g(0)=0,g(1)=1), de
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n(x)=f-1(f(1)-f(x)) se deduce g(n(x))=1-g(x)=N(g(x)), para todo x€J.

Luego N=gonog_1, siendo g€M(J).

Lema 3.2. Es (N) CF(J).

En efecto, sea f=hoNoh_1, con heM(J). Tanto si h es creciente
como si es decreciente, f es decreciente. Es f(f(x))=h(1-h-1(f(x)))=
=n(h” ' (x))=x. Ademas, £(0)=h(1-h" ' (0))=1 ya que si h~1(0)=0 es h(1)=
=1 y si h-1(0)=1 es h(0)=1; con todo ello, f(1)=f(£(0))=0. Asi feF(J).

Lema 3.3. Si 1/2€J3, es (N) CF'(J).

En efecto, si f€(N) es f(x)=h(1-h” ' (x)), para toda x€J, con
h€M(J). Por el lema anterior ya es fe€F(J); es f(x)=x si y sblo si
1=2.h-1(x), por lo que s=h(1/2) es el punto de simetria de f que,

por tanto, es de F'(J).

Como consecuencia de los lemas 3.1 y 3.3, vale el

Teorema 3.1. Si 1/2€J, es (N)=F'(J).

Por consiguiente,

Corolario. Las funciones de negacidn fuerte en [0,1] constitu-
yen la clase de conjugacibn, en el grupo M([0,1]), de la funcidn de

negacidn N=1-j.

Asi pués, no parece existir ningfin motivo interno especial pa-

ra preferir cualquier otra funcidn de negacidn fuerte a la 1-3.

III. Dadas dos funciones de negacidén n y n', la funcidén v=n'on (bi-
yectiva, creciente, v(0)=0,v(1)=1) verifica von=n' y n'ov=n; es de-
cir, mediante veM(J) se "traslada" un "complementario" de PJ(X) en
otro, también dado. Por ejemplo, dada n€F'(J), la funcidn vn=Non
(simétrica de n respecto de la recta y=1/2, si J=[0,1]) verifica

- L -1
v _on=N, nov_=n y define la negacidn fuerte n_ (x)=v_ (1-v_(x))=
n n v n n
=noNon (x), coincidente con n si y s6lo si n=N. Obsérvese que es

n, (x)=x si y sblo si vn(x)=1/2, equivalente a x=n(1/2).
n

Todo ésto es bastante general. Si w:[0,1] - [0,1] es biyectiva,
decreciente y tal que w(1)=0,w(0)=1, para cada neF([0,1]) la funcidn

W, = won es biyectiva, creciente y tal que wn(0)=0,wn(1)=1; es un ge
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' - -1 . .
nerador aditivo y da la negacidn fuerte nw (x)=nw (1-wn(x)) coinci-
n
P . -1 .
dente con n si y s6lo si n(x)=w (1-x(x)). En el caso particular n=N

es Nw = N ssi w(1-x)+w(x)=1, y la biyeccidn creciente wN=woN define
N
nuevamente N. Obsérvese que las funciones w con las que, via N, se

obtiene de nuevo N, pasan por el punto (1/2,1/2) y basta definirlas
arbitrariamente decrecientes y biyectivas en [0,1/2], con w(0)=1,

para que en (1/2,1] valgan w(x)=1-w(1-x). N3tese que es nw (x)=x ssi
n
w_(x)=1/2 ssi x=n(w ' (1/2)).

IV. Tratemos ahgora el problema de determinar las funciones de M(J)

que "trasladan" negaciones en negaciones.

Lema 3.4. Sea neF'(J) con punto de simetria se€J. Las finicas fun-
ciones v:J » J, crecientes, biyectivas, v(0)=0 y v(1)=1, tales que
tanto von como nov sean de F'(J) con punto de simetria s, son las del
tipo

h (x) , si xeg N[0,s]
vix) =

nh” 'n (x) , si xeJ N(s,1]
con h:J3 N[0,s] - 3 N[0,s] una funcidn creciente, biyectiva, h(0)=0,h(s)=s.

Demostracidén. Estd claro que tanto von como nov son biyecciones decre-
cientes que pasan por (0,1) y (1,0) que, para ser funciones de negacidn
fuerte deberdn verificar vonovon=j, novonov=j o equivalentemente n=vonov.
Debemos resolver, por tanto, la ecuacidn funcional n(x)=v(n(v(x))) pa-

ra todo xe€J.

a) Las soluciones de ésta ecuacidn son del tipo citado. En efecto,
si v es una de ellas y nov, von tienen el mismo punto s de simetria,
como v(s)=s ya que n(s)=s=n(v(s)), existe la restriccidn de v a JN[Q,s ]
que llamaremos h. Tal h es biyectiva, creciente, h(0)=0, h(s)=s. Si
xeJ N(s,1], es n(x)egnfo,s) y v_1 on=nov, por lo que v_1(n(x))=

=h_1(n(x))=n(v(x)), de donde v(x)=nh_1n(x).

b) Sea v una funcidn del tipo del enunciado. Es v(0)=0,v(1)=1y
v es creciente en JN [0,s]. Si x,yedJN (s,1], x&y, entonces nh-nﬂx)<nh-uﬂy)
y Vv es creciente en J N(s,1]. No hay problema en que v es creciente en
todo J y es biyectiva, ya que en s es nh—1n(s)=nh-1(s) =n(s)=s=h(s).

2 . s = .
Ademas v verifica la ecuacidn funcional, ya que si:
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- x=s, es vnv(s)=vn(s)=s=n(s).
- s<x, es v(x)=nh—1n(x), n(x)<s y h_1n(xf<s: vnv(x)=vnnh_nﬂx)=
=v(h™"n(x))=hh” 'n(x)=n(x).

-~ x<s, es v(x)=h(x) y nh(x)>s: vnv(x)=vnh(x)=nh_1nnh(x)=n(x).
Estd claro que nv(s)=s=vn(s).

Obsérvese que con h(x)=1-n(x) es v=vn (vid. III) y que vn=N ssi

v(x)=1-n(x), y que nv=N ssi v(x)=n(1-x).

Teorema 3.2. Si v:J > J es una funcidn creciente, biyectiva,
v(0)=0,v(1)=1, tal que para toda ne€rF'(J) es von€F'(J) y con el mismo

punto de simetria (id., con nov), es v=j.

En efecto, para cada punto xeJ existen funciones de negacidn
fuerte que lo tienen como punto de simetria, p. ej., la constituida
por los dos segmentos que unen (0,1) con (x,x) y (x,x) con (1,0),
respectivamente. Por consiguiente, en virtud del lema 3.4 es v(x)=x,

para todo xe€J.

v. En la teoria de Zadeh es fécil "dibujar" A, dado A: su grifica

es la simétrica de la de A respecto de la recta y=1/2. Cuando se adop
ta una funcidn n de negacidn fuerte, se deberd efectuar la composicidn
noA=A, con 1lo que, si tambidn A(x)=0 implicard A(x)=1, A(x)=1 implica-
rd A(x)=0 y las graficas se cortarin sobre la recta y=s (justific&ndo-
se as1 el nombre de punto o nivel de simetria), la grafica de A se pre
sentard deformada respecto de la de A seglin sea n. Podrad adoptarse la
funcidn de negacidn fuerte del tipo que sea conveniente para obtener,
en la grafica de A, las deformaciones que se deséen, fijado un nivel
de simetria. )

Asi, por el punto (s,s) y del tipo dos-segmentos, s8lo existe

la funcidn de negacidn fuerte n(x)=(s-1/s).x+1, si x<s y n(x) =

= (s/s-1).x -(s/s-1), si s<x; con ella es Ii(x)—s‘= (1-s/s).|A(x)-s|,
si A(x)<s vy |§(x) -s|= (s/1-s). ]A(x)—s], si s<A(x). Por tanto,

L. (2 .
1-s/s y s/1-s son los factores de deformacidn ), por debajo y por

encima del nivel de simetria respectivamente, causados por n y que
valen 1 si y sblo si s=1/2.

VI. Fijada neF'([0,1]), llamaremos subconjunto clésico més proxi-

mo(a) a cada A€EP(X), al A definido por A(x)=0 si A(x) <s,A(x)=1 si
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1

A(x)>s. Es decir, A es la funcidn caracteristica de {x€X; s<A(x)}.
) =R (s).

Es una comprobacidn facil que A N(A) = @, en tanto que AU (A

4. Comentarios informales para una L&gica de la evaluaci®n.

I. En el razonamiento 1&6gico la operacidn fundamental es la impli-

cacidn p + g que suele definirse por “lpvg, tanto en el calculo propo

(9)

. . 1
obstante, parece establecido que en el razonamiento natural( 0) no

sicional cldsico, como en el multivalorado y en el cudntico No
se sigue necesariamente la implicacidn asi definida, lo gque de algu-

na manera impone una rotura con las ldgicas anteriores.

En el modelo 18gico que brinda la teoria de los subconjuntos
difusos en [0,1] (vid. (3)), la implicacidn no puede traducirse por
AUB, ya gue al ser AUA # X no seria A > A, salvo si n=n . Si se adop
ta la suma acotada A ® B(x)=min{1,A(x)+B(x)}, entonces la definicidn
A~>B=13@®B, verifica A > # = X N(A + #) = A y-A > A=XN (A + A)
que serd X con sblo que A C1-A, es decir, con sbélo gque n(x) <1-x, lo
que siempre es posible por conjugacidn (vid. 3.III; basta tomar n,
simétrica de n respecto y=1-x). Si n=N, se trata de la implicacidn
de Zukasiewicz, ya que (A®B) (x)=min{1,1-A(x)+B(x)}. Y de limitar la
discusidn a implicaciones de éste tipo, el problema se centra sdlo

en n. ¢Existen motivos externos para elegir n#N?.

Es posible gue para ciertas cuestiones la negacidn que la mente
adopta, a través del aprendizaje, venga dada por la propia naturale-
za de las cosas cuya evaluacidn sea, aquella, capaz de realizar. Po-
siblemente una valoracidn no necesariamente numérica.

El concepto de valoracidn para reticulos (11,12) puede no ser

. PE : 1 - .
exclusivamente numérico. A partir de K. Menger( 3), y en los Gltimos

anos, hemos desarrollado(14)

precisamente, el estudio de valoracio-
nes a valores en semigrupos ordenados en la creencia de gque "evaluar"
es una respuesta (reflexiva o no) no necesariamente numérica. Ello no
significa una falta de reconocimiento de las necesidades de medicidn
de las ciencias experimentales, pero hasta en muchos pasajes de la

obra de Boole(15)

ya existe una marcada preocupacidn por distinguir
las posibilidades de formalizacidn ldgica con los sucesos, de las po-
sibilidades con sus medidas (evaluacidn por medio de la probabilidad,

en tal caso).
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iI. Limitémonos, no obstante, al caso de valoraciones v:L - R+ cre-
cientes, de un reticulo con minimo 0, universal u y con un verdadero
complemento-. Sea en R+ una estructura de semigrupo, con neutro O,
respecto de una operacidn *. De la definicidn v(avb)*v(aAb)=v(a)*v(b)“4),
si v(0)=0, resulta que si aab=0 es v(avb)=v(a)*v(b). Aceptando v(u)=1
(que da un status especial al 1) se tendrd 1=v(a)*v(;) y, si es posi-
ble despejar, sera v(5)=n(v(a)), de manera que n:v(L) » v(L) verifica
n(1)=0,n(0)=1 yes decreciente en v (L) cr'. asi, n es una funcidn de
negacidn en v (L), de cuyo cardcter poco puede decirse en general pués
si, p. ej., con O<v(a)<l es v(a)=1, seri v(a)=v(;)=n(v(5))=0$§nz(v(a)),

etc.

Es inmediato que si f:R+ - R+ es una biyeccidn creciente con
- -1, +
£(0)=0, la operacidn F(x,y)=f 1(f(x)+f(y)) dota a R de estructura
de semigrupo conmutativo, ordenado y neutro 0. De hecho, muchas ope-

(16). Si la anterior * es

raciones asociativas de R+ son de éste tipo
de é&ste tipo, de 1=f—1(f(v(a))+f(v(§))) se deduce n(x)=f_1(f(1)-f(x))
que es una funcidn de negacidn fuerte; &ste es el caso de las medidas
de probabilidad para dlgebras de Boole, en que de p(a)+p(5)=1 se ob-
tiene p(a)=(Nop) (a). Esta es una idea que ya fud vista por B. de
Fhwttﬂ17) en sus estudios sobre la probabilidad subjetiva, al consi

derar "iguales" a p y a fop.

Las funciones de negacidn fuerte aparecen asi como muy prdximas
a los problemas de evaluacidn aditiva y se abre la discusién de si,
desde el punto de vista de la medida-difusa, las operaciones que las
generan son las mas indicadas (con una estructura en los sucesos co-
mo la supuesta). Desde un tal punto de vista, es chocante que AUR #X

en tanto que A(x)+A(x)=X(x).

He aqui algunos ejemplos ilustrativos extraidos de la bibliografia

sobre conjuntos difusos.(18)

19 . - : .
III. M. Sugeno( ) considerd las medidas 9, (-1<t) verificando gt(mnn=

gt(a)+gt(b)+t.gt(a).gt(b), si aab=0. Corresponden a la operacidn

Ft(x,y)=x+y+t.xy de rRT que, si t#0, tiene el generador aditivo ft(z)=

1 -
= zlog(1+tz) y que induce la negacidn fuerte nt(x)=—i—£—, con punto
1 +tx
de simetria s=/t+1 -1. En el caso limite t=-1, es n 170"

- -1 t . -
Obsérvese que ft (z)=1/t (e z-1) permite comprobar facilmente
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Ft(x,y)=f;1(ft(x)+ft(y)). No obstante, f;1 ha sido obtenido (siguien
do (17)) suponiendo que es diferenciable y que es un morfismo de las
estructuras dadas por la suma y Ft (es generador aditivo!/), con 1lo
que de f;1(x+y) = Ft(f;1(x),f;1(y)) se llega, derivando respecto

X e y, a la ecuacidn diferencial (f;1)'(z)/(1+t.f;1(z))=k (constan

- -1 t
te), de donde £ 1(z)=1/t(ektz—1). Tomar k=1 equivale a ft (1)=e -t.

(20) considerd medidas T verificando n(avb)=m5x{ﬂ(a)ﬁ(bﬂ,

IV. L. Zadeh
si aab=0. La operacidn méx, que transforma R+ en semigrupo conmutati-
vo ordenado y con neutro 0, no es del tipo anterior ya que si tuviese
generador aditivo seria f(méx(x,y))=£f(x)+f(y), de donde f(x)=0. De
1=max {m(a), m(a)} se sigue que existe, no obstante, una funcidn de

2 .
negacidn asociada: es la n_.

(21)

V. M Sugeno y otros consideraron medidas v verificando vt(avb)=
= t(vt(a)+vt(b))+(1—t)m5x{vt(a),vt(b)}, si aAb=0, con te[0,1]. Corres-
ponden a operaciones Ft(x,y)=t(x+y)+(1—t)méx{x,y}, gue no son asocia--
tivas en general. No obstante, de 1=tx+tn(x)+(1-t)m5x{x,n(x)}, se si-
gue nt(x)=1—tx si x 1 /1+t, vy nt(x)=1/t(1—x) si x>1/1+t (para t#0);

se trata de una negacidn fuerte del tipo dos-segmentos. Si t=0, se

obtiene no. El generador aditivo de nt(t#o) darid una operacidn asocia

tiva que podria sustituir a la Ft.

VI. Son de gran interés las ideas y los ejemplos de A. Kaufmann en
(22); en especial, el estudio de la variacién de la familia nt (de III)
seglin los valores de t.
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