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CALCULO DIFERENCIAL ESTOCASTICO PARA PROCESOS
CON PARAMETRO n-DIMENSIONAL

por

Marta Sanz Solé

ABSTRACT

In this paper we obtain a representation of semimartingalas in
the plane by means of stochastic integrals. Some applications to the

study of random Markov gaussian fields are given.

Introduccidn

Este trabajo contribuye a la generalizacidn de la teoria de la
integral y de las ecuaciones diferenciales estocdsticas a funciones

aleatorias con parametro n-dimensional.

Un concepto basico en el desarrollo de esta teoria es el de fun-

cidn aleatoria de Wiener w={wz, zeRz}. Para introducirlo partimos del

espacio de medida (Rn,Bn,m), donde Bn es la tribu de los borelianos
de R" y m la medida de Lebesgue, y sobre los borelianos de medida de

Lebesgue finita definimos la funcidn de conjunto Av-»xA aleatoria,

n
gausiana y aditiva, tal que EXA=O' VAEBn y E(XA.XB)=m(AnB), ¥A,BeB .

El autor desea expresar su agradecimiento al Profesor David Nualart
por su contribucidn como director de este trabajo.
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2 n -
Si AZ es el rectadngulo [o,z) y para cada z de R+ definimos XA = wz’
z

obtenemos una funcidn aleatoria gausiana, nula en los hiperplanos
n
coordenados, EW = o y E(W_.W_,)= I (z,Az'), siendo z=(z,)
z z' z j=q 04 ity ,n
= =1,...

y z'=(z!) . Puede demostrarse ( [8] y [ 10]) gque si tomamos
i=1,...,n

una versidén separable, (wz)zeRn tiene trayectorias continuas.
+

En 1974 Wong y Zakai ([9]) inician el desarrollo de un cdlculo
diferencial estocdstico multidimensional. Uno de los problemas que
se plantean es el de generalizar un resultado que, en el caso unidi
mensional, permite expresar todo funcional del proceso de Wiener de
cuadrado integrable y toda martingala de cuadrado integrable relati
va a las O-dlgebras generadas por el proceso de Wiener como una in-
tegral estocdstica de Itg. Dicha integral, extendida por Cairoli
([ 2]) al caso n-dimensional, resulta insuficiente para dar solucidn
a este problema, incluso en situaciones particulares, siendo necesa
rio introducir una integral estocadstica doble respecto del proceso

de Wiener. Como resultados fundamentales obtienen:

(1) si X =A f(W ,0), siendo f(u,z) una funcidn con derivadas
z [o,z) a
parciales continuas que verifica le = sz = o, donde
- l " 1 - 1 ” 1] -
D1 2 y fuu+ fx' Dz' 3 X fuu+ fy, z = (x,y) son los operado

res de difusidn correspondientes al proceso de Wiener en ca

da coordenada, resulta
x = fl w + 1] Ll
2 fAz MUNDLLN IIAzXAz £ (W r@val)aw dw , .

y en consecuencia:

(2) Si X es una martingala de L? relativa a las g-dlgebras gene
radas por una funcidn aleatoria de Wiener W, existen dos

procesos ¢ y ¥ tales que

= + f
X= % ]Az ¢adwa+IIAzxAzW(a,a yaw aw . .
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Posteriormente, en 1975, Cairoli y Walsh ([1]) estudian los
procesos holomorfos en el plano. Si bien todo el trabajo estd he-
cho en base a las martingalas, hay resultados respecto de la fun-
cidén aleatoria de Wiener que mejoran los obtenidos por Wong y Za-

kai en el articulo citado anteriormente.

Asi, por ejemplo, introduciegdo integrales estocdsticas de
‘linea y estableciendo una fbérmula de Green estocdstica obtienen
una representacidn de f(wz) donde f ya no cumple necesariamente

las condiciones restrictivas le = sz = o.

En esta linea el objetivo fundamental de este trabajo es ob-
tener teoremas de represéntaci6n que mejoren y generalicen los con
tenidos en los trabajos que hemos citado anteriormente. Para ello,
hacemos en primer lugar un estudio de las martingalas con parémetrd
n-dimensional y de todas las integrales estocdsticas gque nos serén
necesarias. Abordamos a continuacidn el problema de la representa-
cidn integral de semimartingalas en el plano. Finalmente aplicamos
los resultados obtenidos al estudio de ciertas funciones aleatorias

gausianas.

1. Martingalas

En este apartado recogemos, introducimos y relacionamos dife-
rentes formulaciones del concepto de mértingala. Esta diversidad de
. : n

formulaciones se debe a que el orden que consideramos en R es el

puntual, es decir

(1.1) z<z'*® z;< zi, ¥i=1,...,n, z=(z,). n,Z'=(zi)

iti=1,..., i=1...n"

Este orden es parcial y el concepto de martingala depende del orden
total de la recta real. Recordemos, por ejemplo, que la propiedad
de martingala para un proceso X={Xs,seR+} se expresa mediante la re

lacidn



Marta Sanz Solé 54

(1.2) E{Xt— Xs/xu' o<u<s} = o, V¥ t>s,

indicando que el incremento del proceso en el intervalo [s,t] es or-
togonal a la o-adlgebra del "pasado" del proceso. En nuestro caso ten

dremos distintas posibilidades de elegir la o-algebra del pasado.

A partir de ahora trabajaremos en un espacio de probabilidad ba
se (Q,A,P).{Az,zeRi} serid una familia creciente, respecto del orden

(1.1), de sub o0-dlgebras de A tal que contiene todos

Ao, 0)

los conjuntos negligibles de A . Una funcidn aleatoria X ={xz,zeRi}

sera Az—adaptada si Xz es Az-medible V z€ Ri. X es a incre-

mentos independientes si para toda familia de rectangulos Ai =

=|xi.x;)x[yi,yi) disjuntos dos a dos, las variables aleatorias

X X +X

' vy =X ' - '
(xirv}) (xiry,) (xi,yi) (x,,y,)

son estocasticamente independientes. Supondremos que X es una fun-

cidn aleatoria integrable.

1.1.- Propiedad de martingala para funciones aleatorias con dos

parametros.
La relacidn (1.2) sugiere la siguiente definicidn:

X es martingala respecto del orden parcial (Wong) si: (a) Xz es

%'adaptado. (b) E(Xz,/Az) = XZ, V¥ z<z'. Esta condicidn equivale a

que X sea martingala sobre toda curva mondtona y en particular impli

ca la propiedad de martingala en cada coordenada.

Generalizando el concepto de proceso a incrementos independien-

tes tencmos:

(1) X es martingala si: (a) X es Az-adaptado y (b)
E{X(A)/Az}= o,A(\AZ=¢ , Az=lo,x) x [o,v), 2 = (x,y).

(2) X es i-martingala (i=1,2) si (a) X es Ai-adaptada,»siendo

1 -
AL = v A

12=V X i=l
t>o  (XrF) Az s>oA(s,y) y (p) E{X(A)/A, }= o

i . ,
AN A =b, A, =lo,x)xR, A; =R, x[o,y), z =(x,y).
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X PR
Esta propiedad significa que el proceso como funcidn de la i-@ési-
ma componente del pardmetro es martingala.

(3) X es martingala fuerte si: (a) X es Az—adaptado y nulo en los
ejes, y (b) E{X(A)/AivAi}: o,AlW(A;LJA;) = ¢-.

(4) X es martingala débil si: (a) X es A,-adaptado, y (b) E{X(A)/AZ}

= o,A Nl un?) = ¢.
z z

Estas definiciones corresponden a tomar distintas regiones co-
mo pasado y futuro de un punto z; en el caso de martingala débil es

2
tas regiones son las compatibles con el orden puntual de R+.

Todo proceso X que sea a incrementos independientes, nulo en
los ejes y con funcidn media constante es una martingala fuerte si
tomamos como Az la o-dlgebra generada por las variables Xa,a< z.
As1 pues, la funcidn aleatoria de Wiener con dos parametros es una

martingala fuerte.

La propiedad de martingala fuerte implica a todas las demids,
mientras que la de martingala débil viene implicada por todas ellas.
Entre las otras definiciones se establecen las siguientes relacio-

nes.

Toda martingala es 1 y 2-martingala. El reciproco es cierto

si el proceso es Az-adaptado.

La condicidn de martingala implica la de martingala respecto

del orden parcial si {X AL xZo} y {X 2o}

2
(x,0) (x,0)’ (0,v)'A (0,1 "Y

son martingalas. Reciprocamente, toda martingala respecto del orden

2

parcial es martingala si A;,Az son condicionalmente independientes

respecto de Az'

1.2.- Extensidn de la propiedad de martingala a funciones alea-

torias con par@metro n-dimensional.

. . - n R
Si el espacio de parametros es R+ las definiciones dadas en el

apartado anterior, excepto la (2), se generalizan de manera inmedia-
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ta. Como alternativa a la (2) adoptamos la siguiente:
(2') Consideremos fil,...,ik}ep{1,2,---,n}, {Lyreeciplye ¥

Jpeeesi

1 k . . .
Az ={t/t. =zy,...,t }At' Diremos que X es (11,...,1k)—mar-
i i i :
1 1 k
. . Lyeeeeriyg iy 0enedy
tingala si: (a) X es Az -adaptado y (b) E{X(A)'Az }

i1,0..,1 i1,.0.,id

_ k k L ,
= o,AN Az =¢,Az, ={x|o<xi<zi, i= ll""'lk}'

Esta definicidn significa que el proceso obtenido al haber fi-
c

jado las componentes del parametro correspondientes a {il"°"ik}

es martingala.
N3tese que una (1,...,n)-martingala es martingala.

Las propiedades y relaciones que habiamos establecido en el

apartado anterior continuan siendo validas; ademds si {i_ ,...,i
3 k

= {jl""'jg}u{hl"°"hm} (unidn disjunta), todo proceso que sea
il. .-i
\, -adaptado es (il,.,.,ik)-martingala si y solamente si es

(jl,...,jl)—martingala y (hl,...,hm)—martingala ad71).

2. Integrales estocdsticas.

En este apartado estudiamos distintos tipos de integrales es-
tocdsticas que serdn utilizadas después. En lo que sigue designare

mos por T = [o0,1]2, A_ =g<W ,a<z>. I,(9p) = f $® dW serd la inte--
z o T z =z

gral del primer tipo o integral de 1to ([11Y, [9]1) v 1Iz2(y)

= II W(z,z')dwzdwz, la integral del segundo tipo ([1],[9]), esta
TxT

4ltima se define como una integral estocdstica doble en el sentido
A
de Ito ([4]). La primera, como integral indefinida, es una martin-

gala fuerte, mientras gue la segunda es martingala. Una descripcidn
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detallada de las propiedades de ambas integrales se encuentra en

las referencias dadas anteriormente.

En este trabajo nos ha resultado conveniente considerar una

versidn simplificada de la integral del segundo tipo,I, (®)= Ideledzwz.
T

Esta integral se define para procesos ¢={¢z,zeT} medibles,
Az-adaptados y tales que IE(Qz)zx y d z<» , tomando, a nivel infini-
T

tesimal, incrementos de la funcidn aleatoria de Wiener en cada ordena

da.

La construccidn detallada sé hace por el procedimiento usual,
dando primero la definicidn para procesos ¢ simples, estableciendo
una isometria entre el conjunto E de procesos simples dotado de la
norma HQHLIT E ¢: xydzyel sspacio de Hilbert L2(Q,A,P), que per
mite extender la definicidn de I, a los procesos deE . De las propie

dades de esta integral destacamos su relacidn con I,:

Proposicidén 2.1.1. Si ¢ es I,-integrable y definimos ¥(z,z',y)

= ¢(zvz',w). 1G(z,z'), con z,2'€T y G={(z,z'JeTxT/z,2z' no son cbmpg

rables}, resulta: (a) ¥ es I,-integrable y (b) I,(¥) =2 iz(¢)-

De esta Proposicidn se deduce en particular que {Ez(¢.1A ) ,2€T}

z
es martingala.

Las integrales que hemos citado hasta ahora resultan insuficien
tes para establecer teoremas de representacidn de funciones aleato--
rias que sean "semimartingala". Debemos introducir integrales en las
que intervengan incrementos de la funcibn aleatoria de Wiener, es de
cir estocdsticos, y incrementos deterministas. Es natural llamarlas
integrales estocdsticas mixtas, la construccidén de las mismas se ha-

ce del siguiente modo:

Sea MZ(T) el conjunto de procesos ¢={¢z,z€T} medibles, A;-adap—
tados y tales que ]TE(¢;) y d z <o, Para los procesos simples de

2 . R s sz
M” (T), es decir, para los que existe una particidn de
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. \ k
A [xv,x\)) x [yv,yv ) ¥ o= :‘3 1

T, {A} _ T ®
Viy=1,...,k 1V Av

definimos:

k
I,(0) o WA (y' -y ),
—1 V v v v

v=1

siendo

W(Al) W, - W .
v (xv,yv) (xv.yv)

Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Linealidad.

11
(ii) Calculo como una integral iterada:f3(¢)=f [ @ aw ]dy.
, ° £ (x,y) (x,y)
TS pod 2 <
(iii) E(I;(9)) \fTE¢z y dz.

(iv) E(I;(8)) = o.
(v) {Ia(cb.1A ),2€T} es l1-martingala.
2

Consideremos la aplicacibn

ECM®(T) * L2(Q,A,P).
o+ I3(9)

Si en M?(T) consideramos la norma definida por "®H2=ITE Q; y d z, la
propiedad (iii) permite extender la definicién a todo proceso que sea
limite de procesos simples (en la convergencia dada por la norma ante
rior). La integral extendida cumple las propiedades (i) a (v), tam-
bien se cumple

(vi) E(;a(Q))2=fl[1]1 E (Q(x'y).Q(x'y,))(yAy') dxdydy'.

o oo
Esta filtima propiedad puede obtenerse, como todas las anterio-

res, por calculo directo, pero también como Corolario del siguiente

Lema 2.1.1. Sean W;={W; (x),xe[0,1]}, W,={W, (x),xe[ 0,1} procesos
de Wiener tales que E{W, (x).W, (x)}=y(xAx'), siendo y una funcidn de
variacidn total acotada. Si ¢, y §, son dos procesos integrables en el

. a s e
sentido de Ito, se verifica:
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1 1 N 1
ELCS 00 xyaw; (o) (f 0r (x)aw; (x)) }=f  E(@; ()0, (x)) dy(x) .

Intercambiando los papeles de la primera y segunda variables

podemos construir la integral estocdstica mixta Iq(¢)=] @z dzwzdx.
T

Consideremos un proceso ¢ que sea I,,I,,I; y I,-integrable.
Se cumple que I, (§) es ortogonal a todas las demds integrales. Por
otra parte los procesos crecientes asociados al producto de dos

cualesquiera de ellas vienen dados por:

E{T;(0).1,(0)} =f [Y B{o,.0, p)} dan4d z,
T o

E{T,(®).1, ()} = [* E{e,. yhagad z,
T o

® e,y

p 3 = l ' 1)
E{I3(9).I.(9)} = 3 ITJT E(,.0 ,).1,(z,2") dzdz'.

Podemos considerar también integrales mixtas [f Y(z,z')aw dz',
TxT

construidas como la integral del segundo tipo pero sustituyendo un
incremento estocidstico por uno determinista. Se obtiene la siguien

te relacidn:

Si ¢ es Eg y ig—integrable y my (i=1,2) son las proyecciones
de T en [o0,1], se verifica: (a)W(z,z',w)=¢(zvz',w).1G(z,z') es inte
grable en el sentido anterior y (b) ff W(Z,Z')dwzdf=i3(ﬂ1.®)+}u(ﬂz¢)-
TxT
Todas las integrales estocdsticas anteriores pueden extenderse

al caso en que el espacio de pardmetros sea [o,1]n. (véase [7]) .

3. Fdérmulas de diferenciacidn.

3.1.- Regla de diferenciacidn de It8.

En este apartado obtenemos una expresidn que generaliza la co-

nocida férmula de diferenciacidn de Ito al plano. En lo que sigue
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suponemos dados:{W = Wz, zeéT} funcidn aleatoria de Wiener, A conjun
to abierto que contiene a T, f: RxA » R, (u,z) » £(u,z) funcidn

con las siguientes derivadas parciales continuas:

d%f  33f 3¢ 92 f

1] ' ’ v z

du* 3xdu? 3you? 3x3y

= (XIY) -

Teorema 3.1.1. Sea X={XZ=A f(qu,a),zeT}. Para todo z€T se

[o,2)
verifica Xz = M(z)+M1(z)+%§z)+ B(z), donde

M = 1 "
(z) & fu(wa,a)dwa+fA fuu(wa’a)dlwadzwa corresponde a la parte
z z de martingala de Xz .

Ml(z)=f Dz(f&)(wa,a)dlwadﬂ corresponde a la parte de 1-martin-

Az gala.

Mz(z)=f Dl(f&)(wa,a)dzwadg corresponde a la parte de 2-martin-

A
z gala, y

B(z) =f (D1°%)(f)(wa,a)da corresponde a la parte de variacidn
A

z total acotada.

1
L) — L + 1
uu'tx Y ZXfuu fy

1
Recordemos que D; y D, son los operadores — yf" +f
2
respectivamente y representan los operadores de difusidn de la fun-
cidn aleatoria de Wiener W en cada coordenada. Nbtese que si Di(f)=o
(i=1,2) el proceso X es una i-martingala, mientras que si
D, (£)=D, (f)= o, entonces X es martingala. En esta situacidn parti-

cular el teorema habia sido establecido por Wong y Zakai [9].

Demostracidn: Se considera una sucesidén de particiones del
rectangulo AZ tal que sus normas respectivas tengan limite cero.
Se expresa X como suma de incrementos de f(W ,a) en los subrectédn
gulos de la particidn k-&sima y se aplica laaférmula de ItS en una
variable. Finalmente se hace un paso al limite en la convergencia

en probabilidad.

La utilizacidn de los operadores de difusidn de una funcidn
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; ; n :
aleatoria de Wiener con pardmetro T=[o,1] correspondientes a cada

1 2 .
coordenada, D.= — zl...ﬁi...z i + 2 permite extender mediante

2 n
du? 9z,
i
un proceso inductivo el teorema anterior al caso n-dimensional.

(véase [7]).

3.2.- Teoremas de representacidn.

En este apartado nos proponemos como objetivo extender el teo-
rema 3.1.1 al caso en que substituyamos la funcidn aleatoria de Wie
ner W por una funcidn aleatoria que suponga una generalizacidn en

el plano del concepto de "semimartingala". Precisando:

Sea X ={x2,zeT} un proceso que admita la descomposicidn

xz= M(z) + M; (z) + M, (z) + B(z), siendo:

. {M(z), zeT} una martingala de cuadrado integrable.
. {M; (z), zeT} una 1-martingala, A,-adaptada, y ¥ x€lo,1] fi-
jo, {M;(x,y), y€[o,1]} tiene las trayectorias absolutamente

continuas con derivada Nl(x,y) tal que ny(NI(x,n))zdn <.
o

- {M,(z), zeT} una 2-martingala, Az—adaptada, y vye[ o,1] £fijo,
{M,(x,y), x€[o0,1]} tiene sus trayectorias absolutamente con-

tinuas con derivada N, (x,y) tal que fxE(Nz(g,y))2d5<m .
o

- {B(z), zeT} con trayectorias absolutamente continuas c.s.

Proposicidén 3.2.1. Existe una funcidn aleatoria r'y(am'),

(@ =(E,m)eT, n°' , i - ' '
£E/M) n'elo,q]) medlb}e,A(x adaptada y IAZL?E(FI(a'n ))zdn do. <o

tal que

My (z) = | ]nrl(a,n') aw
o

A
z

£

Observaciones.

(1) La integral mixta M, (z) se define como una integral iterada para
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los procesos I';(a,M') que cumplen las hipdtesis de la proposicidn

anterior. Llamaremos a estos procesos Ij-integrables.
(2) Un resultado paralelo al contenido en la Proposicidn 3.2.1

permite escribir M; (z) =f fgrz(a,i') aw )dE. A los procesos
©

(E'+m
z
'y para los que la integral anterior tiene sentido los llamaremos

Iy-integrables.

Demostracidn: Si Y es una funcidn aleatoria de L? y Az-medi
ble tenemos (véase [9])
v =[ T*(g,m,y)aw , z=(x,y) (3.2.1)
A o
z
siendo 1‘**((5,11),;z)=<1>m+jE jny (¥(a,a')+¥(a'sa))aW , (en general ¢
o
y ¥ dependen de z).

Si el proceso Y={Y , z€T} es tal que al fijar vy ,
z ¢

{ A

x€[o,1]} es una martingala de L2?, entonces el

Y(x,y) (x,y)’

proceso T'x no depende de x.

Aplicando la representacidn (3.2.1) al proceso {N, (x,7)(x,n)€T}

dado por Ml(x,y)=ny1(x,n)dn, que es una 1-martingala (n-c.s.) obte
o

nemos:
= * 1) -
Np (%, 1) L T*((€,n "’”dw(g.n')'" c.s.
(x,7)
De donde
n
M (x,y) = T'y (@,m') aw vy dn o,
! fom €.qh "

A
z

siendo I'; ((g,m),n"') = r*((g,n'),n) .0

Teorema 3.2.1. Existen procesos ¢ , I,-integrable, V¥ ,Iz-inte-

grable, T,, Ia—integrable, Tor I“—integrable y T B2Amedible y

Az—adaptado tales que
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= Al n )
z_jA @udwa+IfA XA\P (ara’)aw, dwa,+fA L Tylarm')dW o o0y dn *
z z z z
g )
+[ f T2(a,& )dw(g,,n)dg +f Fa do,

A_o© A
z z

Demostracidn: Apliquese el Teorema de representacidn de martin
galas de L? de Wong y Zakai ([9]) y la Proposicidén 3.2.1 al proceso
X ={xz, zeT}. O

Observaciones.

1) En la descomposicidn de la funcidn aleatoria X dada por el

teorema anterior 1la parte de martingala es

M(z) = | (e, +j£fy (b(a,a') +¥ (a',a) awW,,] dW . La parte de
A on
z
1-martingala es M(z)+M,(z) = f Gl(uly)dwal donde §,(a,y) =
A,

=¢a+jgfy (plara') +y (a'a))dwa, +JYF1 ((E/n')+,n )dn, siendo en

on n x
este caso la parte de variacidn acotada M, (z)+B(z) =f Y2(E,y)AE,

o

con Yz(u)=f T, ((g&n"),g")aw ., _, +an (€,')dn'. Andlogamente,
a 2 (E'ym") %
a
la parte de 2-martingala es M(z)+M2(z)=j Gz(a,x)dwa, donde

z

= nx 1] 1] X 1 L]
82 (@, x) ¢a+£ jg (Wla,a")+y (a '“”dwa'+fg T2 ((E*ym),E)d,",
mientras que la parte de variacidn acotada es Ml(z)+B(z) =
Y .
=[" YiGeman, cony,()=f T ((E',m),myaw ., , +f°T (&', macr.
o A (Erﬂ)o
(¢4

(2) Para todo ye[o,1],{ x x€[0,1]} es una semimartingala

(x,y) !

x
cuyo proceso creciente asociado es Al(x,y)=L f: (él(a,y)f da.

Andlogamente, para todo xe[o,1].{ +Y€[o0,1] } es tambié&n una

x(x,y)
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X
semimartingala y Az(x,y)=jyj (8, (a,x))? da es su correspondiente pro
o o ’

ceso creciente.
oA oA

(3) Llamaremoslax(a) = EE_ (o), az(a) = 35— (a) -

Consideremos ahora la funcidn aleatoria Y ={Yz=A[°

'z)f(xa,a) IZET}r

donde f es una funcidn como en el apartado 3.1. El siguiente resultado
nos da una representacidn integral de Y, obteniendo en el plano una

versidn de la férmula del "cambio de variable" de Kunita y Watanabe.

Teorema 3.2.2. Con las hipdtesis del Teorema 3.1.1. se verifica:

n
Y =[ ¢* aw +[[ ¢ * (a,a')daw aw_,+f [T *(a,n')aw , dn+
z Aza a A_xA_ a el o ! (€,n")

\

. - '
IA jor2 (a,& )dw(g,'n)agqA rs da.
z z
siendo:
@(’; = f"l(xa,a)Qa:

yeave ')y (a,at)+ % f;u(x veave ') (ara’),

¢*(a;a')=fG(X —

ava

donde § (a,a')= Sfaaa’,nvy')s, (aaa',E'VE)

rs (a,n{)=Dz(f&)(xa.a)ﬁl(a.n')+f&(xa,a)rl(a,n')+f;u(xa,a)Yl(u)&,(a.n')

1
+ 3 fau(xa,a)C'(a.n'),
donde D 1 da ! 3% ( ) 3% + 2
, es el operador 7 3y X,y auz ay' b4

13

Cl@,m')= [ ) E) W (E,n* ), (B n' )+ (€' ), (E,m*))AE".
o .

T#(@,E')=D, (£2) (X, ,0)8, (0 E )+ (X ,0)T, (@,E ') +E£3 (X ,a)Y, (@)

' 1 cn '
62 ((!,E )+ 2 fuu(xa,ot)c(ali )I_
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donde Di1= = —=— (x,y)
u?

C(a,E')=fn61((£,ﬂ'),n)(w((g',n),(g,n'))+w((g,n').(g',n)) an'.
[e]
p— Ll L l
I‘*(a)—Dl(fu)(Xa,ot)yl(a)+D2(fu)(Xa.a)yz(a)+ 5[ (D oD ) (£) +
+(D o Dl”f”(xa'o‘”fﬁ(xa’“)”“) +'f{1u(xa'°‘)(Y1(°‘)Y2(a) +

A(a)+B(a)
2

+ )+ £ u(Xa,a)D(a).

u
£ n

donde: Af(a)=f rlarg')g, (asgdg", B(a)=jrl(a,ﬂ')51(a,n')dn'.
o [o]

D(a)=/ 61(a,ﬂ')az(a,i')[w((g',n),(g,n'))+w((i,n'),(E',n))]da'.
A
a

Demostracidn: (1) Por un proceso andlogo al de la demostracidn

del teorema 3.1.1. tenemos

- . " .
Y, / (e x, ,a)dxa+fuu(xa,a)d2xa[ ax +d, X ]+D, (£!) (Xa,a)dzxadg +

A
z
! 1 331
+D, (£1) (Xa;a)dl xudn+l (D, 0D ) (£) (xa,a)+ 3 fuuu(xa'“’ W dzxa] dg -
da
(la expresidn 3 ;(a) ha de entenderse en sentido estocidstico).
(2) De la observacidn (1) gque sigue al Teorema 3.2.1 se deduce:
. En an
ax =0 (o) aw + 2fofow CEmty gtmnan yaw e, o+ [T @gav o,
€
d & .
n+jo T (e g0aW o, o dE+T (@) da
n
= ' o
4 X, Lgl((g,n OL N AL )dt
g€
d = ' ’ .
2 X, é 8, ((E',M) £)aW .\ o) +Y, (@) dn

(3) Finalmente el teorema se obtiene al substituir estas Gltimas expre-

siones en la expresidn de Yz que hemos hallado en (1)
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4. Funciones aleatorias gausianas.

En este apartado caracterizamos las funciones aleatorias gausia-
nas que cumplen una propiedad del tipo "Markov" en té&rminos de solu -

ciones a ecuaciones en derivadas parciales.

En lo que sigue X={Xz, z€T} sera una funcidn aleatoria gausiana,

centrada y nula on los ejes; AZ=(o,z], I'(z,z')= EXZ.XZ, y F(z)=EX;.
Consideraremos dos familias crecientes de sub og-dlgebras deA :Az =

=0<X <z> =0< ofz>.
0™ Yy F, Xyt fz

4.1. Caracterizacidn de martingalas gausianas.

Teorema 4.1.1. Si I'(z) es absolutamente continua respecto de la

medida de Lebesgue, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) {XZ,AZ, ZET} es martingala.
(2) X tiene incrementos independientes.
(3) T(z,2')= f(zaz")
(4) 3Fper? (T) 3% 3w={wz, z€T} funcidén aleatoria de Wiener tales que
x_=[ & (a)aw .
z o
A
z
Demostracidn: La equivalencia entre (1), (2) y (3) no ofrece difi
dificultad y puede establecerse sin suponer la continuidad absoluta
de I'. Demostremos (i) = (iv): Sea ¥ la funcidn real tal que F(z)=f ¢ (o) da.
A
z
Sicndo X a incrementos independientes, ' serd una funcidn positiva
sobre todo rectingulo A=(z,z'l, por tanto ¢ serd también positiva, sea
Pla)=(d(a))?. Si ¥# o(m-c.s) la funcidn aleatoria Wz=j % (@) dx es
o
A

z

una funcidn aleatoria de Wiener;f ¢ dw =xz. Si ¢= o en un conjunto
a o
A

N

de puntos de T no negligible, sea W ={Vaz, ze T} un proceso de Wiener

en (2, A,P) independiente de X. Definamos ¢ (g)=1 si ¢(g)= o, ¥ 5(a)=°
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) 1
si ¢(a)# o, entonces W =/ a(a}dxa+f

% (x)dW es una funcidn aleato-
o
A

A
z z

ria de Wi X = dw .0O
e Wiener y X jAz¢u o

4.2. Representacidn integral de procesos Markovianos.

Dado un punto zeRi adoptaremos como regiones correspondientes al
"futuro" y al "pasado" de z,{z‘ele<z'} y {z'eT|z*z'} respectivamente.

Segiin este criterio damos la siguiente propiedad markoviana:

Definicidn 4.2.1. X={Xz, ze T} es una funcidén aleatoria de Mar-

kov si:

P{xz,le}= P{Xz,| }, vz<z',z=(x,y),z2'=(x",y").

X X X .
(Xryl) z (x',y)

Si X es a incrementos independientes, X es de Markov, por tanto
también lo es toda martingala gausiana. Asi, el proceso de Wiener
W={Wz,zeT} es de Markov y también lo son los procesos f(W)={f(Wz),ZeT}

y X={Xz=g(z)fA @(a)dwa,zeT}, donde f es una funcidn que tiene inversa
z
continua, g una funcidn no nula en T y continua y ¢€ L% (T). Asimismo

se demuestra gque si X es una funcidn aleatoria de Markov gue toma va-

lor constante sobre los ejes, X1={X( yx€elo, 1]}y X,={ X(x y),y€[0,1|}
’

X,y)

son procesos de Markov en una dimensidn.
Para poder dar una representacidn integral de una funcidn aleato-

ria de Markov hemos tenido gue imponer las siguientes condiciones de

regularidad sobre la funcidn T:

(a) T (z) absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, y
si E={(x,y)€T |x=0 & y=o}, T(z)# o, ¥ze€E.

2
(b) T'(z,z') continua. c) Existen BT(foﬂ , BF(z,i) '_QIIMI ,
ax ay PR R

z=Q z= z=0

1

z=(x,y) >a, zfE. (d) La funcidn &(z,a)=0'(z,q) ' (q,0) ' definida para
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1 . . .
z>0., 6 E admite una extensidn continua al conjunto {(,z)eT? ,a<z}.

La funcidn ® representa la funcidn de transmisidn del proceso

y cumple las siguientes propiedades: (1) ®(z, z) = 1, (2) si

B<a<z,I' (z,B)=%(z,0) (@ ,B) vy ¢(z,B)=0(z,0)% (0,B). Estas propiedades
y la continuidad de ¢ implican ¢ (z,0)# o, ¥o<z, por tanto podemos
definir ¢(a,z)=¢(z,u)_1. Otras propiedades de la funcidn ¢ gue son

de utilidad en la siguiente discusidn son:

2
(3) EELELEl} = -b(z), égiELEl] =_a(z),3_2£ELgi] =d(z),z¢E.
z z

¥ + +
3x - oy -a x oy A, o
2
(a) 222 0) Ly py o0z, 0y, 2EB) _oz)a(z, 0, 2002ed) _g(p).
9x )% 9xX 93y
&(z,0), donde d(z)=a(z)b(z)-—gii5l y KLY = b Yo< 2.

\ ax ax 9y’

Teorema 4.2.1. X es una funcidén aleatoria de Markov si y sdlo

si existen un proceso de Wiener w={Wz, z€T} y dos funciones reales
¢ll

verificando Xz=¢l(z)!Az®2(a)dwa'

deefinidas en T, tales que Ql es continua y no nula, QZGLZ(T)

. - . ia . 2
Demostracidn: Considérese Yz=¢(o,z)Xz. Se tiene E(Y;)=®(o,zi I(z),
E(YZ.YZ|)=®(o,zAz'f [(zaz', zaz'). Seglin el Teorema 4.1.1, existe una
funcidn ¢,€L?(T) y una funcidn aleatoria de Wiener w={w_, z€T} tales
que XZ=IA ¢2(a)dwa, por tanto Xz=q>(z,o)fA ¢2(a)dwa.

z z

. s . ;2
La funcidn ¢2(z) puede calcularse seglin indicamos a continuacidn:

%
a2l EY?]
by(z) = Txay = ¢(o,z) gq(z), siendo
2, y_ 32T (=z) Al (=) 3l (z) da
g’ (z)= %3y + 2b(z) 3y + 2al(z) ™ +(2 ox +4a(z)b(z))T(z).
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La funcidn aleatoria X es un funcional de la martingala Y, se
le puede aplicar el Teorema 3.2.2 obteniendo la siguiente expresidn
integral:

E_

= E Ll )
Xz‘IAZq‘“’qu‘IA [P o) @ o, (B m))alE AW o, o d

z

n L] L]
_JAZ & a(a)®(a, (£,m"))q(g,n")dw dn+[A d(a)Xada,

(€, N

Esta expresidn sugiere el estudio de la difusidn en varios pardmetros.

Finalmente, a partir del Teorema 4.2.1 y derivando formalmente
obtenemos:

92X X X

z z z
Txay t2(2) Ty th(2) —— +c(2)X = alz)g .

siendo c(z)= a(z)b(z) + &iéil, Ez es un ruido blanco distribuido en

el plano. Esta ecuacidn tiene un significado preciso en el marco de
la teoria de los procesos estocisticos generalizados ([ 3]). De este
modo tenemos caracterizadas las funciones aleatorias gaussianas de

Markov como soluciones a ecuaciones en derivadas parciales estocds-
ticas lineales y hiperbdlicas, ecuaciones que pueden servir de mode

lo a sistemas dindmicos perturbados por un ruido blanco.

Nota: los apartados 1, 2 y 3 de este articulo contienen resultados

publicados en [ 6] .
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