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PRODUCTO, CONVEXIFICACION Y COMPLETACION DE ESPACIOS
METRICOS GENERALIZADOS Y PROBABILISTICOS

por

CLAUDI ALSINA

1. Introduccidn.

En 1.967 E. Trillas introdujo la nocién de espacio métrico gene-
ralizado, al considerar métricas abstractas valoradas en semigrupos
ordenados, unificando con este punto de vista algebraico-reticular
las estructuras métricas reales de M.Fréchet ([5]) y los espacios mé-
tricos probabilisticos de K. Menger ([6]) (asi como los espacios boo-
leanos de Blumenthal ([4]) y las métricas naturales definidas en gru-
pos ordenados). En el presente articulo se abordan los problemas de la
topologia del orden, del producto, de la convexificacidn secuencial y
de la S-completacidn de un espacio métrito generalizado; la aplicacidn
de los resultados obtenidos al caso de los espacios métricos probabi--
listicos se efectfia en‘[1] . Como referencia sintética de los espacios

métricos generalizados puede verse (2] (ver también [3],[4],[9],[10]).

2. Topologia del orden en un espacio métrico generalizado.

Sea (S,+, <,e) un semigrupo ordenado conmutativo con neutro e

igual al minimo.

AGRADECIMIENTO. El autor agradece al Prof. E. Trillas sus acertadas su-

gerencias en la elaboracidn de los presentes resultados.
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Definicibén 2.1. Un espacio métrico generalizado (brevemente EMG)

es una terna (X,S,m) donde X es un conjunto no vacio, S =(S,+,< ,e)
un semigrupo de los descritos anterjormente y m: XxX » S verifica, pa

ra cualesquiera a,b,c € X:

(i) m(a,b) = e si y solo $i a = b (propiedad de separacidn),
(ii) m(a,b) = m(b,a) (propiedad de simetria),

(iii) m(a,b) <m(a,c) + m(c,b) (desigualdad triangular).

Definicidn 2.2. Un morfismo métrico (f,g) entre dos EMG (X,S,m)

y (X',8',m"'), es un par de aplicaciones f: X + X' y g: 8 » S', verifi

cando:

(a) glx + y) = g(x) + g(y),
(b) si x< vy entonces g(x) < gly); g(x) = e' sélo si x = e,
(c) m'(£(x), £(y)) = glm(x,y)).

La mayoria de resultados de la teoria de EMG se mantienen si se substi

tuye la condicidn (a) por la de subaditividad.

Cuando f y g sean inyectivas (f,g) se denominar3d monomorfismo mé-

trico o inmersidn y si ambas son biyectivas (f,g) se denominard isome-
tria. Si S E(R+,+, < ,0) se obtienen los EM reales de Fréchet ([ 5]);
si s =(at, 1, >,e_) se obtienen los EM probabilisticos ([6]1,[7],[8]).
En lo que sigue se considgrarén solo semigrupos S no discretos, es de-
cir, que poseen sucesiones no—crecientes (Sn) convergentes en ifden al
minimo e (Sni e) y tales que si s, vevy SAi e también (Sn+ S;)& e. Ano

taremos x = o-lim X siempre que la sucesidn (xn) de S sea orden- -
n-oo
convergente a x €S.

Definicidn 2.3. S verifica la condicidn diagonal de Everett si,

dada en S una familia {(Xi)l(k,n) € NxN} verificando:

(i) Para cada n€ N, o-lim Xz
ko

]
tad

n€ S,

(ii) o-lim X = Xes,
n--oo
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. . . . n
existe en N una sucesidn creciente (kn) tal que X=o-lim Xk -
n-eo n

Dado un EMG(X,S,m) sean los operadores O;:P(X)>P(X) y 0,:P(S)+>P(S)
definidos por,

- 01 (a)={xexX; existe (an)C A tal que o-lim m(x,an)=e}, si AC X,
n->co

- 0, (B)={s€es; existe (sn)C B tal que s=o-lim sn}, si BC S.
n->oo

Teorema 2.1. Si (X,S,m) es un EMG:

v
(i) O, y 0, son operadores clausura de Cec y, por tanto, inducen sen

das topologias To y To, en X y S respectivamente;

-m
(ii) Si s verifica la condicidn diagonal de Everett, 0, y 02 son clau

suras de Kuratowski;

(iii) Si + es continua de. (SxS, ToxTo) en (S,To), m es continua de

(Xxx,TO +m) en (S,To), siendo m+m la métrica generalizada defi-

-m
nida en XxX mediante (m+m) ((x1,%x2),(y1,y2)) = m(x;,y;)+m(x,,y,).

. + P PR -
si (X,R ,d) es un EM real es facil verificar que la topologia

To-m es precisamente la topologia métrica cldsica. En el caso proba-

bilistico vale el siguiente résultado.

+ PR
Teorema 2.2. Sea (X,(A ,1,< ,eo)fx) un EM probabilistico con

+ ot + s . P :
T:A xA > A continua respecto de la convergencia débil w de funcio-

nes de distribucidn. La topologia T coincide con la cldsica topo-

-F
logia €,).

Demostracidn. Probaremos en primer lugar que la convergencia dé&

bil de (Fn) a €, equivale a la ordenada. En efecto, si Fn ¥ €6 resul
n-»co
ta lim Fn(x)=g°(x)=1, para todo x > 0. Consecuentemente
n->oo

©
lim inf F = V A F_ =¢,
n*® n =
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©

por tanto A Fm(x) 4 eo(x)=1, de donde e°=o—1im Fo- Reciprocamen
m=n n>e n-+co

te si € =o-1lim F_, existe una sucesidén G_ t* € tal que G_ < F_, pa
o oo D i no o n n =

ra todo n. Siendo entonces G_(x) 4 1 para todo x> 0, es lim F_(x)=1
n n->c n oo

w . : .
Yy Fn - g - Por ser T continua respecto la convergencia débil, la to-
n->co

pologia €,) es metrizable y (por el primer axioma de numerabilidad)

puede ser descrita secuencialmente: Pn EQAP si y sblo si FP P ¥ eo'
€ , )\ n-»>oo n n->co
por lo que P > P siy s6lo si o-1lim F, p=€,r ©s decir, si y sblo
n+c n>o n
. To—?
si P 4 P.

Teorema 2.3. Si (X,S,m) es un EMG con X To_m~separable y m con-
tinua (en el sentido del apartado (iii) del Teofema 2.1), existe una

: ‘2 N .
inyeccidn h: X *S continua entre (X,To_m) y (SN,Tg).
En el casc de los EM probabilisticos de Menger, donde T= To vie

ne definida por TT(F,G)(x)=sup T(F(u),G(v)), se puede extender como
utv=x

sigue el teorema anterior. Sea £ la métrica modificada de L&vy, intro
A
ducida por Sibley ([7]) que metriza la convergencia débil en A+, y £
P + N - ? s
la métrica en (A ) definida por L(F ),(6 ))=2 — L(F ,G ).
n n n=1 20 n'n

+ - .
Teorema 2.4. Sea (X,(A ,T <,e°),w) un EM probabilistico de

TI

Menger separable respecto de la topologia e€,)A. Entonces existe una

. = + N . + N 4% s

inyeccidn h:X— (A ') continua entre (x,T€ A) y (A) ,L). En particu
’

- ~
lar, X admite la distancia real d(a,b) = £ (h(a),h(b)).
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Demostracidn. Sea A= {an; néN } un subconjunto numerable y es )
denso en X. Definase h:X- (A+)N, mediante h(a)=(Faa ). Si h(a)=h(b),
n
serd F = F para todo n€EN. Si b€A, serd b=a, , para cierto k, y
aa ban k
=F =€ implicaria a=a,=b. Si b¢A, por ser X separable, esco-
xk 2k ©° ' k
gidos 6/2 >0 y una sucesidn An¢0, sera Nb(e/z,)\n)'n A # @, para todo

aa

. € i )N .
neN. Sea a, Nb (s/z,xn) A, para cada n. Entonces

n
- - < <
T(1-X,e 1-2,) T(Fbai (5/2), Faai (5/2))\ Fab(e).
n n
y tomando limites, lim T(1—An, 1—An)=T(1,1)=1< Fab(e)< 1, es decir,
n>co
Fab=€o y a=b, con lo que h es inyectiva. La continuidad de h se de-

muestra a partir del hecho de que la topologia métrica generada por
en (A+)N es la topologia producta, la cual corresponde, ademés, a

la convergencia por coordenadas.

3. Productos de espacios métricos generalizados.

)}

< 3 -
Sean (I,< ) un conjunto'pre ordenado y ({(Xi,Si,mi)}ieIA(fij,g i<f

ij
un sistema proyectivo en la categoria de los EMG. Tanto ({Xi}ieId fiﬁ i<f

como ({si}iel’{gij}i<j

) con sistemas proyectivos (el primero en la cate-
goria conjuntista y el segundo en la de los semigrupos ordenados) que
admiten limites proyectivos X, Y S/ respectivamente. Si bien X puede

ser eventualmente vacio, S admite estructura de semigrupo ordenado con
0

neutro al definir, para x,y S,:
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(+) x4y = (ﬂi(k)+ni(y)) siendo m, la i-&sima proyeccidn

ier’
de mw S, en S,;

. i

i€eI

() x<y si y sblo si ni(x) <1Ii(y), para todo ie€I.

En (s_,+, <,(ei)iel) se define la métrica generalizada

m,: X x X > S_, m(x,y) = (mi(Pi(x)'Pi(y)))ieI' donde P, es la

i-&@sima proyeccidn de T X. en Xi, y resulta el EMG: (X_,S_,m).
iex

Teorema 3.1. Si I es un conjunto de indices, dotado de la re-

lacidén de orden igualdad, es (X ,S ,m ) = (7 X,, T S.m ).
k o o o . i, o
i€T i€x

Dicho objeto es el limite proyectivo del sistema proyectivo

({(x,,s,,m,)} A(xa, ,14_ )} ), vy se dice que es el producto
i"Tit AT, X, S, . s
i€I i i i€TI

untual d .
P e los EMG (xi,Si,mi)

En particular si todos los espacios son valorados sobre el

mismo semigrupo (S,+,<,e) y existe una aplicacidén f: T S-S tal
iex
que f sea no decreciente, subaditiva y f((xi)ie1)= e solo para

(x.) = (e)

ilier entonces ( ™ Xi,S,fomm) es un EMG semejante [2]

. ’
lel i€l
al producto puntual (W x,, T s,mm). Por ejemplo, si {(Xi,R+,di);i N}
ier *oier
o _+ _+
es una coleccidn de EM reales, definiendo f: 7 R =R ,f((an) )
i=1 neN
® 13 P . :
= Z n , se obtiene el producto clidsico de Fréchet para di-
i=1 2% 1+a,

+

+ . s
chos espacios. Las aplicaciones fi: R R (i=1,2,3) definidas

i

h=aBs

1

por
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n 1
2,1/
reeeaX ) = 4 (.E xi)'z,

fo(x
! i=1

1

fz(x1,...,xn) Méx(x1,...,xn),

n
f3(x1,...,xn) =‘E X0
i=1

verifican, como se comprueba facilmente, las propiedades enunciadas an

+ . 2
teriormente y, por ello, si {(Xi,R ,di); i=1,...,n} es una coleccidn

n
finita de EM reales, cabe considerar en 7 Xi las métricas f1omw,

i=1
fzom00 y f3omoo que corresponden respectivamente a las distancias eucli

dea, del maximo y de la suma.

Los productos numerables de EM probabilisticos han sido estudia-
dos en [11].

4. Convexificacidn secuencial de un espacio métrico generalizado.-

Por dualidad con el apartado anterior cabe considerar los siste-

mas inductivos en la categoria de los EMG.

Teorema 4.1. Sea (I,< ) un conjunto dirigido. Cualquier sistema

inductivo ({(X,,S,,m )} y {(£..,9..)} ) de EMG, admite su limite
TP den R

inductivo (i,é,a) en dicha categoria.

Demostracidn. Sea x =( U Xix{i})/Rf y §=( VY Six{i})/Rg, donde R

i€l ieI £

y Rg son las relaciones de equivalencia definidas respectivamente por
(xi’i)Rf(xj’j) si existe k 2 i,j tal que fik(xi)=fjk(xj)'

(si,i)Rg(sj,j) si existe n >i,j tal que gin(si)=gjn(sj)'
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se comprueba que (§,+,<§,E) es un semigrupo conmutativo con neudtro y

minimo e = (ei,i) al definir:

(+) (si.i) + (Sj,J) = (gik(si) + gjk(sj),k),para k=i,j;
. . ‘s . S 4 )
(<) (Si,l) < (Sj,J) sii existe k= i,j tal que gik(si)<§gjk(sj)

Si m: XxX * §, es la funcidn:

m (G D Gg3)) = Oy (8 ()0 £, ()%,

para cualquier k>i,j, se comprueba que (R,g,ﬁ) es el limite inducti-
vo buscado.
Siguiendo a K. Menger ([4]), introduciremos la siguiente defini-

cidn,.

Definicidn 4.1. Un EMG (X,S,m) se dice secuencialmente convexo

si, cualesquiera que sean x,y€X, x#y, existe z€X, x#z#y tal que m(x,y)
= m(x,z) + m(z,y) y cualesquiera que sean a,b€S, a<b, existe ceS tal

que a<ccb.

El siguiente teorema prueba que todo EMG puede sumergirse, de

forma efectiva, en otro que sea secuencialmente convexo.

Teorema 4.2. Si (X,S,m) es un EMG, existe un monomorfismo métri-

co (£,g) de (X,S,m) en un EMG (X,S,m) que es secuencialmente convexo.

Demostracidn. Considérese el conjunto de indices (N,<) y para

zi 21
cada i€N sean X, = T X, S,= TS y m,: X, x X, + S, definida por
i i i i i i
k=1 k=1
m((xgreaanx )y lyeeeany ))=(mx,y ) yeeaamix Ly 5)).
2 2 2 2
P 4 s . . : s, )
Para cada i< j considérense las aplicaciones fij Xi+-xj,glJ sl+ SJ

definidas respectivamente por:
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2371
£, (X, peeeyX ) = (X, yecersX geceeeesX geeesX .),
ij 1 21- 1 21 1 21
2971
G.. (S s.ceey8 ;) = (5, 700esS ,1eceecerS, 10248 .),
ij 1 21 1 21 1 21

es decir, ambas aplicaciones asignan a cada elemento de xi & de si el

:elemento con,z:| coordenadas obtenido al concatenarlo consigo mismo

,J-1 ’ .

2 veces. Se comprueba que ({(xi'si'mi)}. '{(fij'gij)}. .) es un
i€N - i<j

sistema inductivo de EMG y, por el Teorema 4.1, existe el limite in--

ductivo (i,§,ﬁ). Claramente las inyecciones f:X -» i,f(x) = (x,0) y

g:S > §,g(s) = (s,0) determinan un monomorfismo métrico (f,g) de

(X,S,m) en (X,S,m). Dicha extensidn es secuencialmente convexa. Sean

A = (al,...,a i,i) y B = (b1,...,b j'j)' Y # E, elementos de X. Sin
2

pérdida de generalidad consideraremos el caso i<j. Sea

PR

C = (a1l"0la i,......,a

, yeeagd i'b1""'b crJ+v1),

1 2]

N

el elemento obtenido al repetir 297 veces el elemento A y una vez el

Qi

B; resulta A # C # B y m(A,B) = m(A,C) + m(C,B). Anilogamente si A<B

en S se comprueba que, precisamente, es A <C«<B.

Teorema 4.3. El convexificado secuencial (X,S5,m), construido en

el teorema precedente, es isométrico a un EMG(X*,S*,m*) que es subes-
B N -] Lo
pacio métrico del producto puntual ( T X, T S,mm).
i=1 i=1

Demostracidn. Si x ,...,xnex, sea (x1,...,xn;*) el elemento de

1

00
T X obtenido al repetir indefinidamente la n-pla (x1,...,xn). Sean
i=1
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X* ={(x1,...,x k;*); KEN, X, ,...,X €x},

2 2k

S* ={(51""'S ki*)i k€N, s .,...,s e€esl,

2 2k

y m* la restriccidn de m_a X¥xxX*. Definanse q,:X -+ X* y u2:§ > S*

1
mediante

oy ((a1,---,a2k;K)) = (a1....,a2k;*),

para i=1,2. El par (a1.a2) es una isometria de (X,S,m) en (X*,S*,m*).

Vamos a aplicar dicho teorema al caso de un EM real.

+ . . . 2
Teorema 4.4. Todo EM real (X,R ,d) admite una inmersidn en un EM
* + = .
real (X ,R ,d) que es secuencialmente convexo.

: = . . .- +
Demostracidn. Por el Teorema 4.3 existe la inmersidn de (X,R ,d)

* + * %
en el EMG (X ,(R ) ,d ). Sea h: ? R+ > R+ definida por

i=1
2 33
h((a))) = T — .
i=1 2 1+a,
i
P Ces * 4+ 7 *
Es facil verificar que (X ,R ,d = hod ) es un EM real y que el par
(f,g) definido por:
*
f: X » X , £(x) = (x;%*),
+ +
g: R >R , g(x) = x/(1+x),

. . .z . . + * oot
determina la inmersidn del espacio de partida (X,R ,d) en (X ,R ,d).

Para verificar la convexidad secuencial de dicha extensidn, sean

*
a = (x1,...,x i;*) y b.= (y1,...,y j;*) con a # b en X  y tales que
2 2
23-1
i <j. Tomando c=(x1,...,x R N I CEEREND 4 .;*), resulta

2 2 27
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a # ¢ # b. Sean t1,...,t j las distancias entre las coordenadas de

2 . .
2]-1
(y1,...,y j) y (x1....,x FEEREERRYS SRS i). Entonces
2 2 2
~ - 53 23
d(a,c)+d(c,b)=h ((0,..venus0st yennst 3*))+h((tseeust L50,0ue.n.,05%))
.23 ! 23
. .
w 23%1 . 23 (2n-1) .
=z ( = — g(a . )Y+ I —5 9(a :
n=1 k=23 (2n-1)+1 2% k-23 (2n-1)" k=23+1(n-1)+1 2% k-23+1(2n—1)))

= h((t.‘I'"It j;*)) = d(alb)l
2
* 4.N -
de donde (X ,R ,d) es secuencialmente convexo. La convexificacidn se-

cuencial ha sido aplicada a los EM probabilisticos en [1].

5. S-completacidn de un espacio métrico generalizado.

El proceso de completacidn de los EMG usuales (reales, booleanos,
probabilisticos... etc.) presupone que el semigrupo de valoracidn es
un espacio métrico completo. En el presente apartado se establece que,
con la condicidn de Everett en el semigrupo de valoracidn, es posible

. 2 PR .
construir una extensidon completa con caracteristicas que se precisan a

continuacidn.

Sean (X,S,m)un EMG y f: S =+ S una aplicacidén no-decreciente, tal
-]

- °-—
que f(x)=e si y sblo si x=e, que verifica f(5n+yn}%e siempre que 5n¢e
o

y Yn+e.

Definicidén 5.1. Una sucesidn (xn) de X es S-fundamental si exis-

o
te 6n¢e en S tal que, para cada n,m(xn ,xn)< f(dn), para todo peN.

+p
X es S-completo si toda sucesidn S-fundamental es o-ﬁ—convergente a

un elemento de X.
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Teorema 5.1. Sea (X,S,m) un EMG tal que S verifique la condicidn
diagonal de Everett y que +:S x S » S sea continua respecto la topolo
gia de la convergencia en orden. Existe un monomorfismo métrico (i,f)
de (X,S,m) en un EMG(i,g,ﬁ), tal que i(X) es o-m-denso en X y X es

S-completo.

. . N . . .
Demostracidn. Considérese en S la relacidn de equivalencia:

o
n ~ P s < < -
(an) (bn) sii existe Yn+e tal que an\.bn Y, ¥ bn\~an+ Yn' para to
do neN".

- - N -—_ 2
Notese que en S = S /. resulta (Yn) = (e) y ademas

* o
(Y1IY21---lYn_1lYnlYnl---) = (anYnI---) =Yn siempre que Yn+e en S.

Definiendo en S:

(+) (a ) + (bn) = (an + bn),

— ——— o

< ‘s .

<) (an) < (bn) sii existe Yn+e tal que Y, <bn y an< bn+Yn: para
todo ne€EN,

resulta que (S,+, <:(e)) es semigrupo ordenado con neutro y minimo (e),
que admite al menos tantas sucesiones o-decrecientes a (E) seglin < como

las haya en S. Sea

0 (X) ={(xn)€xN;3 Ynie |para cada n,m(xn,x )<§5n, V¥peN} ,

n+p
y definase la equivalencia "(xn)~(yn) en O(X) sii o-lim m(x_,y ) = e".
now n’*n
Sean X = 0(X)/~ y m:X x X + S definida por m (x ).y ) = m(x ,y ) -

Las aplicaciones i: X + X, i(x)=(X) y f:5 > §, f(x)=(x) facilitan la
inmersidn de (X,S,m) en el EMG (X,S,m). Con vistas a probar que i (X)

—— b7 1 X i 3
es o-m denso en X,conslderaremosx=(xn)ex; entonces existe ane tal que

m(l(xn),x)< (61,...,6n_1,6n,...,6n) = f(dn), es decir o-m lim i(xn)=x-
_ n->o
Para comprobar que X es S-completo, escbdjase una sucesién S-fundamental
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e

- o
o,=(x_) de X; entonces existird T _te tal que
L n'n L
= Ty = o 2tp % (s
mlag,ap, ) = (mix,x ")), <Elr)(e).
Siendo azei existe una familia (Gi) , tal que 5i 4 e y que
(%, k)€ NxN koo
para cada &, m(xi, xi+P)=£6i, para todo p eN. Ademds se cumplird:
- PP 2 2 - s (2P Ltp
m(al, i(x)) < £(87) “5(“1+p' 1(x27F)) < £(8y ) -

Por la condicidn de Everett, existe una sucesidn creciente de indices

2 > . . 2 . ° .
(UQ)REN tal que 6n£ 2+we, es decir, 5n£ gul para cierta “m zime

Sea a=(x2 )l . Resulta, en consecuencia:
ng €N

xk+p

KR =@ (1), ixETP )

£ (m(xk '
g k+p k k+p

-, k - - . k+p
< m(l(xnk),akn m(uk,ak+p) + m(ak+p. 1(xnk+P))

k k+p
< f wn) + £(T,) +f(6n ) <fmk+rk-mkh
k k+p

+ u,) $ e, resulta g€X. Por Gltimo es

y al ser (U . + T
k k k koo

may.a) < @ay, i(Xf;!L)) +m (i(xf’la), )
%
< f(ﬁnl +8,),
y por tanto o-m lim a2= a.
>

. + + +
Por ejemplo, el Q -completado de (Q,Q ,||) es (R,R ,|') y en los

casos de EM reales se recupera el completado cldsico. Nétese que el se-
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migrupo (respecto 'de la convolucidn) de las funciones de distribucidn

de probabilidad con un nfimero finito de discontinuidades, verifica 1la

condicidén diagonal de Everett; por ello cabe aplicar el teorema prece

dente al caso de los EM probabilisticos de Wald valorados en dicho se

migrupo.

[1]

[2]

[3]

[ 4]

[ 5]

[ el

[7]

[ 8]

[9]

BIBLIOGRAFIA

ALSINA, C., "On countable products and algebraic convexifications
of probabilistic metric spaces", Pacific J. of Math.vVol. 76, N°.2

(1978), 291-300.

ALSINA, C. y TRILLAS, E., "Introduccidn a los espacios métricos
generalizados", Pub. Fundacidn Juan March, Serie Universitaria
n°49 (1978).

BATLE, N., "Contribucidn a un estudio bdsico de los espacios mé-

tricos probabilisticos". Tesis. Pub. Univ. Barcelona (1973).

BLUMENTHAL, L. y MENGER, K., "Studies in Geometry". Freeman,
(1970) .

FRECHET, M., "Les espaces abstraits", Gauthier Villars, Paris,
(1929).

MENGER, K., "Statistical metrics, Proc. Nac. Acad. Sci. USA 28
(1942), 535-537.

SCHWEIZER, B., "Multiplications on the space of probability dis-
tribution functions, Aeq. Math. vol. 12 £ 2/3 (1975) 151-183,
SCHWEIZER, B., "Probabilistic metric spaces: The first 25 years,
The New York Statistician 19 (1967) 3-6.

TRILLAS, E., "Sobre distancias estadisticas, Tesis, Pub. Univ.

Barcelona (1972).



Producto, convexzificacibn y completacidn... 49

[10] TRILLAS, E., "Intent d'aproximacid a un concepte d'estructura mé-

trica, en "Una lleu sorra", Ed. 62. Barcelona (1975).

Dep. Matem3tigques i Estadistica.
Esc. Tec. Sup. d'Arquitectura.
Universitat Polité&cnica de Barcelona.

Spain.

Recibido: Noviembre 1.978.

Revisado: Diciembre 1.978.



