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EL SISTEMA DE NOMBRES

REAL REVISAT (*)
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To Professor P.Pi Calleja

En lfensenyament de les matematiques elemen-
tals hi ha diversos problemes importants gque
continuen reclamant atencid. Un dels més impor-
tants i dificils és el problema d'introduir els
nombres reals i d'establir llurs propietats ca-
racteristiques. De fet, la dificultat d'aquest
problema ha induit molts matematics a creure que
un tractament matematic adequat dels nombres
reals ha d'ésser deixat de banda fins arribar
l'etapa universitaria.Aquesta decisid requereix

que en el nivell secundari l'estudiant aprengui

(*) El Professor M.H.Stone expressa al Professor Claudi
Alsina, traductor d"aquest article publicat originalment
en "L'Enseignement Mathématique" XV (1969) pp. 261-267,
el desig de que en versid catalana, aquest formés part

del recull de treballs en homenatge al Prof.Pere Pi Ca-



algunes técniques fortes i relativament sofis-
ticades (per exemple, les del calcul amb deci~
mals) i que accepti moltes més coses per acte

de fe, com a materia d'intuicid (p.e. la teoria

de limits). Fins i tot, alguns escriptors de
matematiques elementals es troben atrepats en
uncercle vicids: remeten llurs estudiants a la
geometria per una comprensid intuitiva del con-
cepte de nombre real, perB basen llur tractament
axiomatic de la geometria en un coneixement pre-
vi del sistema dels nombres reals . Mentre que

els raonaments circulars poden &sser Gtils, fins

i tot indispensables, en discussions heuristiques,
crean un perill clar i immediat de confondre l'es-
tudiant,i el que és pitjor, el propi érofessor.

En lloc d'evadir o de posposar el tema, és alta-
ment desitjableé que una solucid a aquest proble-
ma es cerqui en el context de les matemEtiques
modernes.

Ara bé&, "ressoldre" un problema de pedagogia
de la matematica involucra al menys tres consi-
deracions de la major importancia: la motivacid
dels conceptes matematics que han d'ésser ensenyats,
la seleccid d'un cami matemﬁticament clar, simple
i eficient de desenvolupar aquests conceptes 1
l'elaboracid dfun programa detallat d'ensenya-
ment,en el cual els conceptes que l'estudiant
ha d'entendre i les fécniques que ha de dominar,
s'edifiquin pas a pas. Sovint els educadors han
omes les dues primeres consideracions per tal de
concentrar-se en el disseny del programa d'en-

senyament. En altres paraules, han acceptat sen-



se re-examen una presentacid usualment popular
en els cercles matematics, basant talment llurs
programes d'ensenyament. Hi ha bones raons per
pensar que les reformes "curriculars" que s'es-
tan proposant i provant arreu del mdn actual,
es beneficiaran de l'estudi matematic més pro-
fund del tema en qﬁestié, dirigit a trobar ca-
mins nous i més planers per tractar-lo.

Em sembla que el cas del sistema dels nom-
bres reals ddna especial énfasi a aguestes ob-
servacions. A primera vista, pot semblar gque hi
ha poques eleccions sobre el camien el qual la
introduccid dels nombres reals ha d'ésser moti-
vada i portada a terme. La rad originaria, i més
exigent, per a inventar 1 usar els nombres reals
fou la de tenir un procés sistematic de mesura-
ment 1 la teoria resultant inclou, inevitablement
les definicions i les técniques damunt les cuals
reposa l'estudi dels nombres reals. De fet les
ideesd'Eudoxus sobre el mesurament geométric tal
i com sdn exposades en el llibre cinqué dels
"Elements"d'Euclides, contenen en germen tots els
elements essencials d'una teoria dels nombres
reals (1). Alld que falta en el tractament d'Eu-
doxus fou suplit segles més tard per Dedekind,
que introdui els conceptes més relevants de la
teoria dels conjunts i els utilitza per a defi-
nir i investigar els nombres reals com a talla-
ments en el sistema dels nombres racionals (2).

Variants d'aquest métode, tals com 1l'ds de les



successions de Cauchy en lloc de tallaments,

han estat també desenvolupats (3). Malgrat ai-
x6, aquestes teories modernes sdén molt dificils
d'introduir en les matemdatiques escolars secun-
daries principalment per que les definicions
donades per als nombres reals sdn molt rebus-
cades i menen immediatement a algunes manipula-
cions intrincades. AixI no €s ocids tornar a re-
visar les idees d'Eudoxus i Dedekind per tal de
descobrir una manera més simple de desenvolupar
el sistema dels nombres reals a través d'una pre-
sentacid que sigui més directe i menys envolta-
da de té&cniques complicades. Ara bé, de fet re-
sulta ser que els ingradients essencials d'aques-
ta nova teoria poden ser trobats en alguns es-
tudis recents, comengant per un article de N.A.
Kolmogorov en 1946 (4) i en una contribucid més
tardana i forga independent de F.A.Behrend (5)

en 1956. La claretat i la magnitud de la teoria
es beneficien en gran manera, d'un re-examen
actual de la teoria del mesurament degut a Krantz,
Luce, Suppes i Tversky (6). En particular, un
teorema de Krantz (7) redueix algunes de les i-
dees de Behrend a una forma simple i efectiva

i enforteix els vincles entre la teoria del me-
surament i la teoria dels nombres reals. Em sem-
bla que aéuest tractament dels nombres reals,
deixant de banda el seu interés matematic in-
trinsec, podria ésser esplotat pedagdgicament

amb grans avantatges.



Per descriure breument la teoria, &s convenient
partir d'un semiérup abelid arquimedianament orde-
nat G. Seéuint Eudoxus es defineix una injeccid ¢
dels elements estrictament positius de G en el con-
junt de les succesions de nombres naturals, posant

d:x - Ex = g , on Sx'u(n) = max {m;mu<nx } amb

X,u
u >0 in= 1.Bs facil de veure que la succesid §
frueix de les seglents propietats:

(1) k&(n) < E(kn)<k(E(n)+1) ,

(2) per cada n existeix un k tal que k E(n)<£kkn).
Sequint Kolmogorov considerem que uns succedid Eés

un nombre real positiu siI i només si, té les propie-
tats (1) i (2); es denota per R+ el conjunt de tals
successions. Entre els nombrés reals positius cal
distingir aquells que es gemeren guan comencem amb
G=N, on N és el semigrup additiu dels nombres natu-
rals.D"aquests nombres en direm nombres racionals po_
sitius i denotarem amb Q+el conjunt format per ells.
Quan considerem l'ordre parcial natural <i 1'addicid
natural + entre les succesions de nomEres naturals,
veiem immediatament que R+ no és tancat respecte d'a-
questa suma, perd resulta €sser un conjunt totalment

ordenat. Conseguentment podem definir 1'addicid entre

els nombres reals positius pusant E£én = inf {§; £+n <{ }.



~ 1 . . 0
Aleshores és facil verificar que ¢ &s un isomor-
fisme d'ordre, de G en el sistema additiu ordenat

deAR+, resultst ja conegut per O.HOlder en 1904 [ 8].
uan G=N veiem que o =

Q : 4 . E‘P‘ruv, . _qulu .EP"'CI_"_J'
ue < s1 i només si p<g. Les pro-
q‘ _;P.ru quu; o Pmd s pro

pietats del sistema Q+ de nombres racionals gqueden

que &

kp,ku=

=gP.f“.

establertes i, per tant, podém escriure en el que
segueix % enlloc de Ep a” Una andlisi senzilla demos-

tra que % < & si i només si pn < £(n) u per algun n.

A . .
En consequencia tenim

€ (n) & (n) ¢
i 1é éécnica.d'éprékiﬁar nombres reals per nombfes
racioﬁals pot éssér deéeﬁvolupéda rapidament, utiiit—
zaﬁfbelvfeﬁ éue Q;vés 6réfé dené en‘R+. é ia‘vegaQa
esmpoéén.de ﬁanifést aiguhs‘aspeétes imp?rtants so-
bfé"l'estguéturakélgébraica:ae R, qué poaen ésser
SuﬁafitZades diéﬁt québR+ ég un ééﬁig;up abelia‘to—
faimeﬁt:of&éﬂét, Qié., ® €s uﬁéiopér§§i6 éssociativa
i cémmufativa, i i}equécis £®>a= BHté una soiucié
(ﬁﬁiéaf én{k+ sibi hqméé sivav< B. A més\a més,‘L‘in—
jecciéIQYésfa‘dét;rmihadé univocamen£ coﬁ l‘isomor—

. . _ 4
fisme d'ordre que. aplica u en T -



L'estudi restant de R+ pot fonamentar-se en l'es-
tudi deis seus endomorfismes d'ordre, tal i com Beh-
rend (5) ho ha fet notar. Naturalment, l'unicitat de
1'injeccid ¢ de R+ en R+ té un paper essencial en
agquest estudi. Agquests endomorfismes formen un semi-
cos totalment ordenat i les injeccions del seu semi-
grup additiu en el seu grup multiplicatiu sdn les

g

funcions exponencials &+ u”. Aixi R, €s immers en un
grup abelia totalment ordenat R,els endomorfismesvdel
qual formen un cos totalment ordenat amb un grup addi-
tiu isomorf a R. Naturalment &s obvi, a partir de les
consideracions precedents, que dos grﬁps abelians
totalment ordenats sdn necessariament isombrfes i
que dos cossos totalment ordenats sdén necessariament
isomorfes exactament d'una nica manera.

En ordre a descriure les operacions amb nombres
relas d'una forma més concreta, adoptada a les fina-

litats computacionals, tornem a l'article de Kolmo-

-~
gorov.Bs facil verificar que en termes de la funcid

max
] =

g+l £ 1= "2 {m £ o<E}

tenim
max [E(kn)+n(kn) ]
k k

(£ & n) (n)=



També s'obté una formula semblant per la multiplica-

cid:
a kn) .n(k
(€ 8 m) (m) = "2¥ Slknl.nlin),
2
k
Del fet que &= lim —E%El— , s segueix immediata-
n-—>o

ment que el conjunt {n;&(n)=n(n),E# n}lés finit. En
consequéncia si b &s qualsevol nombre natural dife-
rent de 0 i 1, el_nombre real & estda determinat per.
la successid & (bPy. a l'investigar aixd es veu que
les propietats (1).i (2) anteriors impliquen que

3 (bp+1 )=b€_.(bp)+£p+1 , on £p+1 €s un nombre natural
tal que OS £p+1 <b, i que £p+1>0 per una infinitat
de valors de p. Posant £0=€(1) veiem que amb cada

nombre real positiu hi ha associat un {inic desenvo-

" lupament b-adic ilimitat

€0E18283...¢E

p+1

a partir del qual el propi £ pot ésser recuperat ana-

liticament per la fdormula

q
E= 1lim X &1
1=

g*x 0 ST

Reciprocament, per un El arbitrari, 1 2 0, on 0S £1<b
per 121 i infinits El diferents de 0, aquesta formula
determina un nombre real positiu Qnic amb 1l'indicat

desenvolupament b-adic. Les formules donades anterior-



ment per l'addicid i la multiplicacid poden ser tra-
duides en termes de desenvolupaments b-adics. Com &s
ben sabut, aixd &s senzill només en el cas de 1l'addi-
cid. Si es vol poden obtenir-se formules per el can-
vi de base b.

En una presentacid sistematica d'aquesta teoria
dels nombres reals, seria convenient de comengar amb
una discusid sobre la teoria del mesurament. No obs-
tant, en el context present semblava ésser avantat-
jos de donar primerament les anteriors linies gene-
rals, comengant per el'semigrup G i afegint~-hi alguns
comentaris sobre les formes de substituir G per al-
guna estructura de tipus més general. La modificacid
essencial consisteix en restringir 1'addicid en G
tan drasticament com sigui possible, sense alterar
l'existéncia i el caracter isomdrfic de 1'injeccid o.
Aix1 el teorema de Holder apareix de forma natural en
la formulacid generalitzada donada per Krantz, esmen-
tada anteriorment. En un tractament axiomdatic el sis-
tema S que generalitza G és descrit més facilment re-
presentant-lo com un conjunt totalment ordenat pro-
velit d'un element minimal 0 i d'una familia d'escales,
on una escala amb unitat s €s simplement una injeccid

n>"hs d'un segment inicial de N en S tal que 01=0 i



11=1>0. Els axiomes gque estableixen com les diferents

escales s'enllacen entre elles, en termes de l'ordre

donat en S, sén els seguents

(I) Si ms,ps i (n+g)t existeixen i ms<nt i psSqgt,ales-
hores (m+p)s existeix i (m+p)s < (n+q)t;

(ITI) Si 6< s < t, aleshores existeixen u i n, tals que
s S nu <(n+1)u < t;

(ITI) (propietatiarquimediana) el conjunt {n;ns<t}és

finit.

Podem definir una operacid binaria + restringida a S
posant ms+ps=(m+p)s quan el darrer element existeix.
Una vegada s'ha establert la generalitzacid de Krantz
del teorema de Holder es veu que aquesta operacid &s
commutativa i associativa, a causa del seu cariacter
restringit.

Quan S t& un element minimal u>0 l'injeccid ¢ re-
querida per el teorema de Krantz esta determinada de
la segﬁent manera: cada element de S és de la forma
nu,i ®:nu~ % € R+. En altra cas prenem com u qual-

sevol element no maximal de S i posem @:x+£x on

'
14

Ex 4= SuP {% ; mv<x i u<nv per algun Vv € S}.

Aquests resultats sdén particularment interessants gquan

10
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S és un semigrup de germen i tenen aplicacions molt
importants a la teoria del mesurament d'angles, 1la
teoria de les rotacions de la geometria euclidia i
la teoria del grup multiplicatiu del cos complex. La
darrera teoria inclou un tractament unificat de les
funcions elementals-trigonométriques, hiperbdliques

i exponencials- i de llurs inverses. Aquestes apli-
cacions foren discutides en part per Behrend (5) i
han estat més elaborades per mi mateix, amb interessants
consequéncies analitiques que no seran explicades aci.
Si algli volgués ensenyar la teoria dels nombres
relas tal com l'hem esbogada aqui, quina preparacid
hauria de requerir dels seus estudiants?. Primerament
una incursid en la teoria dels nombres naturals i llurs
propietats d'ordre i algebraiques seria absolutament
indispensable. Comparativament, de la teoria dels con-
junts és nécessita molt poqueta cosa, més enlla dels
conceptes basics de cdnjunt i de funcid, mentre que
de 1'adlgebra abstracte les nocions d'operacid binaria,
grupoide i morfisme sdén essencials. També es reque-
reixen uns pocs coneixements basics de la teoria i
l'ordre. Com és ben sabut la majoria dels conceptes

esmentats poden ésser desenvolupats a través del ma-

teix estudi dels nombres naturals.Donat que la teoria
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del mesurament es posa aqui com a punt d'arrencada
de la construccid d'una teoria dels nombres reals,
€s evident que l'estudiant hauria de tenir una expe-
riéncia prévia adequada ;mb els procediments de me-
sura en diversos casos geométrics i fisics. Cal no-
tar que la mesura del temps és agui fins i tot més
instructiva que la mesura de la longitud o d'altres
magnituds geométriques. A més a més, el temps té un
ordre psicoldgic natural i distintes escales de temps
poden ser obtingudes per les oscil.lacions de pén-
duls de diverses longituds, posats tots en moviment
desde una mateixa posicid de repds en el mateix ins-
tant de temps inicial. En aquesta situacid fisica
particular, els axiomes I i III del paragraf prece-
dent tenen una interpretacid interessant. La teoria
del mesurament porta directament a experiéncies con-
cretes amb successions infinites gque han de formar
part de la preparacid de 1l'estiduant per 1l'estidu
formal dels nombres reals tal i com han estat defi-
nits aqui. De fet, probablement seria desitjable que
aquesta preparacid inclogués 1l'introduccid usual in-
tuitiva o heuristica del calcul amb desenvolupaments
decimals i potser també amb desenvolupamnets diadics.

En la meva opinid la classe de preparacid aci sugge-



13

rida &s completament compatible amb els programes

- -~ . .
moderns més avangats de matematiques escolars i po-

drien é&sser complementats suficientment aviat per

tal

de permetre 1l'inclusid de la present teoria dels

nombres reals en els dos darrers anys del programa

de l'escola secundaria.
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