SOBRE LA GEOMETRIA DE LA DIFERENCIA SIMETRICA
por

A. M. CUXART

Iniciando la aplicacién del programa de Frlangen al caso de los
métricos de Riesz, se introdujo en [4] la geometria métrica como
estructura que unifica y generaliza los conceptos de espacio mé-

trico ordinario, de espacio métrico probabilistico (de Wald-Sertnev)
y de dlgebra de Boole autometrizada (Menger-Blumenthal-Ellis).
Proseguido en [5] el estudio de los reticulos provistos de una valo-
racién generalizada y de su geometria («valorada») y analizado el
caso de las dlgebras de Boole de cuatro puntos, todo ello hacia pre-
suponer la existsncia de una fuerte relacién entre el grupo cociente
L [v, determinado por una L-valoracién v deqnida en el dlgebra de
Boole y la geometria asociada al pre-métrico (L,(L<), (L,®), 4,),
con d,(a, b) = v(a) ® v(b).

Es facil ver las:

Prop. I. La geometria valorada de (L, (L, @), v) es un subgrupo de la
geometria métrica de (L, (L, <), (L, ®), 4,).

Prop. 2. Si v es una valoracién inyectiva, dos isometrias que coinciden
en un elemento de L, son idénticas.

Evidentemente, toda traslacién de (L, @) es una isometria de GM,,
con lo que el grupo (L, ®) se inyecta homomdrficamente en GM,,.

Prop. 3. Condicién necesaria y suficiente para que la geometria métrica
coincida con el grupo de las traslaciones de (L, ®) es que la
valoracién sea inyectiva. '

Demostracién. La condicién es suficiente ya que dada % € GM,, basta
considerar la traslacién Z,qu..) para un elemento x € L cualquiera .En virtud
de la proposicién 2, & y t.gux son idénticas. Reciprocamente, si considera-

mos al dlgebra de Boole de cuatro puntos con méximo # y minimo e

L,=f{a,bue, y la L,-valoracion dada por v(a) = v(u) = a, v(b) =

== y(e) = ¢, encontramos isometrias de GM, que no son traslaciones;

por ejemplo, k(a) = u, h(tt) = a, h(e) = ¢, h(b) = b, es una isovaloracién

y, en consecuencia, una isometria, pero no es una traslacién porque tiene

puntos fijos.
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TEOREMA. La geometria valorada es un subgrupo normal de la geometria
métrica y el grupo cociente que definen es isomorfo al grupo

(L[v, D).
Demostracién. Consideremos la aplicacién ¢ de GM,, en L/[v definida
por ¢(h) = h(e). ¢ es un morfismo de grupos cuyo ntcleo es GV, de donde

el primer aserto. ¢ es epiyectiva, ya que dado un ¥ € L Jv basta considerar
la traslacién %4,, con x €%, que por ¢ se transforma en ¥.

Corolario. Si v es un endomorfismo de (L, @), es decir, si v(e) = e ([5])
entonces L/Kerv = L[vy GM, =v(L).
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